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Ab 


Di uächfte Veranlaffung zu der gegenwärtigen Schrift 
gaben Die Borlefungen über höhere Analyfis, welche ich an unferer 
Univerfität zu geben den Auffrag erhielt. Dazu bedurfte ea vor 
lem eined angemeffenen Lehrduchs, da der fogenaunte freye 
Bortrag, er mag nun bloß mündlich gegeben, oder fo:recht eigent- 
lid) dietirt werden, nach meiner Anficht in allen, vorzüglich aber 
in den mathematifchen Collegien, welche Vortheile er and). man⸗ 
gem Lehrer gewähren mag, fir den Schüter als derchaue 
gemeinſchaͤdlich urũcgewiſen werden ſou. 

Ich fußte lange genug ‚, um die angemeſſenſte aller Särif. 
ten jener Art zu finden, und fo groß auch die Anzahl war, unter 
der gewählt werden follte: ich habe fie nicht gefunden. Nicht als 
ob nicht mehrere derfeiben, für ihren beftimmten Kreis, fehr 
gut, ja wahrhaft vortrefflich geweien wären: aber fie waren für 
unfere Bedürfniffe, und: für die in mancher Beziehung befondere 
Stellung unferer Zuhörer nicht geeignet. 


2 Ich babe demmach den Verſuch gewagt, dieſen Gegenſtand 
ech einmal, und fo darzuſtellen, wie ich dieß unſeren Bedürf—⸗ 


.- 
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niffen am angemeffenften erachtete. Ob ich diefe Abficht erreicht 
babe, werden diejenigen beurtheilen, welche den Gegenftand felbft 
fowohl, als auch unfere Berhältniffe zu ihm, und welde den 
Grad der Vorbildung unferer Zuhörer der höheren Analyſis aus 
eigener Erfahrung näher fennen.. 


Mein Hauptzweck dabey war, dem Lehrer oder dem Zuhörer 
in der fürzeften Zeit und mit der wenigftien Mühe, ohne der 
Strenge der Wiffenfehaft weſentlich zu vergeben, die wichtigften 
Wahrheiten derfelben und ‚die vorzüglichfien Mittel zuzuführen, 
um das Ganze zu überfehen, und um ſich fo bald als möglidy 
. den Genuß bes -Selbftfindens zu verschaffen. Diefem gemäß: 
wurde fchon auf dem zweyten Blatte der Differentialrechnung 
(9.25) das einfachfte Princip diefes Caleuls fo aufgeftellt, 
wie es von Leibnig und. im Grunde aud von. Euler -ges 
geben- wurde, und auf welches man, ſo viel man fich auch 
dagegen fräuben mag, in fpäteren, mehr verwidelten Unter 
ſuchungen, beſonders bey den geometriſchen Anwendungen und 
in der Integralrechnung, doch immer wieder zurück kommen 
muß. J | Ä 


Da in unferen Vorträgen der Elementar⸗Mathematik von 
den Brummen Linien 'nur eben die Kegelfchnitte erwaͤhnt, die ana⸗ 
Igtifche ‚Geometrie aber, und felbft die fphärifehe Trigonome⸗ 
trie, gänzlich zur Seite geftellt werden, fo ſuchte ich das Vor⸗ 
züglichfte von dieſen drey Gegenftänden in der Einleitung, nur” 
kurz und ohne Beweiſe, gleichfam ald Bindungss oder Übergangs=" 
mittel von ber: elomientaren zu der höheren Analyfis, wieder in- 
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das Gedaͤchtniß des Leſers zurück zu führer, Wer dieſelben bes 
reits: kennt, wird ſie, der Überſicht und der-in der Schrift ſelbſt 
folgenden Citate wegen, nicht unangemeſſen hier zuſammen ges 
ſtellt ſehen, und der andere wird ſich, durch die dieſer Einleitung 
folgende Schrift ſelbſt, bald in die Nothwendigkeit verſetzt ſehen, 
die hier der Kürze wegen übergangenen Beweiſe aus feinem Eiges 
nen, oder aus anderen Werfen, an denen fein Mangel iſt, nach⸗ 
jutragen. Zur näheren Kenntniß diefer Werke aber ift dem 
Ganzen ein Verzeichniß der vorzüglichften älteren und neueren 
mathematifchen Schriften beygegeben worden, das für Diejenigen, 
welhe Kraft und Luft in fid) fühlen, über die Grängen eines 
Compendiums heraus zu gehen, und die Wiffenfchaft näher fen» 
nen zu lernen, wahrfcheinlid auf längere Zeit genügen wird. 
Es war anfangs meine Abſicht, dieſes Verzeichniß in mehrere 
Abſchnitte zu theilen, und die eigentlichen Lehrbücher (Biot, 
Bohnenberger, Euler, Käftner 2c.); die durch ihre erften Erfin⸗ 
dungen auögezeichneten Schriften (Lagrange, Monge, d’Alems 
bert, Cauchy ꝛc.); die Gefchichte der Wiffenfchaft (Bofjut, Kaäft: 
ner 2c.), und die bibliographifchen Werke (Murhard, Müller, 
Weidler 2c.) gefondert aufzuführen, und jedem diefer Werke Bes 
merfungen über Inhalt, Abſicht und Gehalt derfelben beyzufügen. 
Allein da dieß zum Theil ſchon durch die Auffchrift des Werkes 
gefagt wird, und da überdieß jeder, dem es um wahre Ausbil 
dung zu thun ift, die meiſten diefer Schriften aus eigener Anſicht 
fennen lernen muß, fo bin ich von dem Unternehmen abgeftan- 
den, das ohnehin, gehörig ausgeführt, feine befonderen Schwie⸗ 
rigkeiten haben, und felbft dann nicht leicht allen Leſern genügen 
wird. Auch foll bey einer zum mündlichen Vortrage beftimmten 
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Schrift nur das eigentlich Nothwendige geſagt, und das uͤbrige, 
wie Zeit und Umſtaͤnde es herauf führen, dieſem Vortrag ſelbſt 
überlaſſen bleiben. 


Wien, im September 1836. 
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Einleitung. 


N, das folgende Werf ſich öfter auf die erſten Gründe der 
analytifchen Beometrie bezieht, und da die in ihm enthaltenen Theos 
reme häufig auf die vorzüglichften krummen Linien, als auf einzelne 
Bepfpiele, angewendet werden, fo wurde es für zweckmaͤßig erachtet, 
diefe beyden Gegenftände, jur leichteren Überficht und bloß in ihren Re⸗ 
faltaten, hier kurz zufammen zu ftellen. - 


nn und gerade Linien in der Ebene. 


5. ı. (Beftimmung der Lage eines Punktes in der Ebeng). 
Um die Lage eined Punktes in einer gegebenen Ebene zu beſtimmen, 
nimmt man in diefer Ebene zwey feite, ihrer Tage mach gegebene, auf 
einander ſenkrecht flehende gerade Linien XKAX’ und YAY (Fig, ı) 
an, und bejtimmt dann den Drt des Punftes M durch feine fenfrechten 
Abfläinde MQ—PA=—x und MP=QA=y von jenen beyden Linien. 
Man nennt x die Abfciffe, y die Ordinate und beyde zuſammen 
die Goordinaten des Punktes M, und jene zwei feſte Gerade heißen 
die Aren der Coordinaten, fo wie A der Anfangspunft ders 
felben. Demnach ift alfo x die Entfernung des Punktes M von der 
Coordinaten- Are der y, und y it die Entfernung deöfelben Punktes 
von der Are der.x. Nimmt man den Quadranten XAY als den ers - 
fen an, in welchem die Coordinaten x und y beyde pofitiv find, fo ift 
offenbar im dem zweyten Quadranten YAX’ die Abfciffe x negativ, 
im dritten X- A Y ift x und y, und im vierten YAX endlich ift blos 
die Ordinate y negativ. 


$. 2. (Gleichungen einer geraden Linie und eines Punktes), 

Jede Gleichung zwifchen x, y und conftanten Größen gehört für eine 

Beige Folge von Punkten, d. h. für eine Linie. IR dieſe Gleichung 

für x oder y des erſten, zweyten, dritten Grades u.f., fo wird auch 
Littrew's Ant. . höh. Math. 1 


2 G. 3. 


die durch fie ausgedruͤckte Linie’eine Linie des erſten, zweyten, dritten 
Grades u. f. genannt. — Gleichungen des erften Grades gehören für 
gerade Linien, und die allgemeine Form diefer Öleichungen ift 


y=axı-tb. 
— dieſe Gerode. Für x=oift y=b, undfür yo ill 
se—-, ap t AC=- = unb AB= —b die Entfernung der Punfte 


C und B, in welchen die Gerade von der Axe der x und der geſchnit⸗ 
ten wird, fo wie auch a die Tangente des Winkels XCM iſt, unter 
welchen die Gerade die Are der x fchneidet. 

Iſt b=o, fo geht die Gerade durch den Anfang A der Coordis 
naten. Die Gleichung s== A gehört für eine der Are der y, und Die 
Gleichung y=B für eine der Are der x parallele Gerade. Die bey: 
den Öleichungen | | 
x—A und y=B 
zuſammen genommen aber, gehoͤren für einen Punkt, der von der Axe 
der xum B, und von der Are der y um die Größe A abſteht. Dem: 
nad) gehören auch die benden Gleichungen x=A und yo für ei: 
nen Punft in der Are der x, und die Sleihungen x=o und y==B 
für einen Punkt in der Are der y, und die beyden Gleichungen x == 0 
und y=o endlich für.den Anfangspunft der Coordinaten. 


$. 3. (Derbindung von zwey geraden Linien), Betrachten 
wir zwey gerade Linien, die wir durch (1) und (2) ausbrüden, und 
deren Gleichungen 
y=axr-b... (ı) un 
’ y=ax-t bi’... (es) 
ſeyn follen. Diefe zwey Gerade werden ſich im Allgemeigen in einem 
Punfte [hueiden, und die Eoordinaten ihres Durchfſchnittspunktes wer: 
den feyn 
b’— b ab — ab’ 
= — Id y= — —. 
a2 — a a — a 


J. Nennt man (1.2) den Winkel, welchen dieſe beyden Geraden 
unter ſich bilden, ſo hat man 


tang (1. 2) = 





a“ — a 
ı ıt as aa” 

Nennt man eben fo (1.x) und (1.y) den Winkel, welchen die 
Gerade (1) mit der Are der x und mit der Are deu y bildet, fo hat man 
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cos, (1.x) ⸗ * , 
aꝛ 
cos. (1.y) = 


und eben ſo für die Gerade (2) 


cos. (3.x) = — 


ı+ ar 
cos, (2.7) Ye 
und zwiſchen diefen fünf Winfeln befteht die Relation 
cos. (1.2) = cos. (1.x) cos.(2.x) + cos. (4.y) cos. (@. pn 
11. Aus diefen Ausdrüden folgt zugleih, daß die beyden Geraden 
(1) und (2) unter fi parallel find, wenn man hat a=a’, und daß 
fie auf einander fenfrecht fiehen, wenn man hat ı Haa/=o oder 


al m — 2. 


7 Ya —— F 
IIL. Daher iſt auch y ——— die Oleichung einer Ge⸗ 
raden, die mit (1) parallel iſt, und überdieß durch den Punkt geht, 


deffen Eoordinaten x’ und y’ fi nd, Eben fo ift J — r=— - „(£ —x) 


die Sleihung einer durch denfelben Punft x’ —* gehenden, und auf 
der Beraden (1) fenkrechten Linie. Nennt man x’, _.y’r die Coordina⸗ 
ten deo Duschfchnittöpunftes der zwey legten Linien, fo hat man 


(y—ax’—b)a  Iy—ar—b). 
4 er et. 


und die Diftauz der zwey erwähnten Punkte, , deren Coordinaten x/y! 
wad xy find, iſt gleich 
V@” — ı) + ya oder‘ str. EEE. 
a? 
IV. Endlich ift auch die Steigung « einer Seraden, welche dur 
die zwey mund geht, deren Leordinoten xy‘ und x ya ſind, 1 


71— lud, (« ann ‚' ss ıadJ 0% 
fo wie die Diſtan dieſer zwey Punkte wieder aldich m BE 


Var x. ray. 


54 (Verwandlung der Goordinaten in einer Ebene). 
Oft iſt es vortheilhaft und felbft nothwendig, den beyden Eoordingten- 


1 * 
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aren eine andere Lage. in ber. Ebene zu geben. Seyen, wie zuvor, 
AP=x und PM=y ($ig.3) die Coordinaten des Punkts M gegen 
die Coordinatenaren AX und AY. Man nehme den neuen Anfangs: 
punft A’ gegen diefelben Aren ſo, daß feine Coordinaten AB=a und 
BA/—b find, ziehe AP’ mit AP parallel, und nehme den Winkel 
P'A'Pu=a, Die auf die neuen Aren ſich beziehenden Coordinaten 
des Punftes M follen A-P’ = x’ und P’M = y‘ feyn, wo MP“ 
auf A P⸗ ſenkrecht iſt. Nennt man noch m den Winkel P“ A/’M und 
nimmt man die Diftanz . A’M gleich der Einheit an, ſo hat man ſofort 


die vier Gleichungen 


W AP—=x a co. ( w),- 


vPeu y — b ein. (a 4. my und 

APi— x’ cos. m, 

P/M =y'— sin. m; 

woraus man leicht die folgenden Ausdrüde finder, die zur Berwand- 

lung des einen diefer zwey Coordinatenfyfteme in dad andere dienen: 
nf N 

y =(y—.b) cos.a — (x — e) sin. a 

4 x cos. a — y! sin.a 

in. ce mm sel .: 
Ba durch Die Subſtitution dieſer Ausdruͤcke in einer Gleichung 

zwiſchen xy oder zwiſchen 5y⸗ der Grad der Gleichung nicht geaͤn⸗ 


dert wird,_fo koͤnnen die Linien mit Recht nad) ihren Gleichungen in 
Klaſſen dingetheilt werden. 
‚Y'Zz bs}. .. rallay 


.. , — 
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$.5. (Polarevordinaten: in der Ebene), Der I ig 3 

der Ebene, in. welcher die Coordinaten AP—x und PM==y liegen, 

Ki ich, auch dadurch beftimmen , ‚bag man die Diftan; AM = r diefes 

hftes von dem Anfangspunfte A der Coordinaten, und den Winkel 

* BSv diefer Diſtanz mit einek ihret Lage nach beſtimmten Gera⸗ 

den AB in dieſer Ebene angibt. Nennt wman.m den Winkel BAX die- 

fer Geraden mit der Are der x 2 fo hat man XAM=v—m, and 
daher 

x r cds. m), yir sin. ( — m) und 
r? = x? + ye/ 
r Wernituen dieſer Gleichungen rapt fd jede Wieichung zwiſchen 
den rechtwinkli igen Coordinaten & und y in eine andere zwiſchen 
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den Polarcogrdinaten r und v verwandeln, wo Daun A der Pol 
der legten Coordinaten heißt. Kür die umgekehrte Berwandlung aber 
bat man ’ 

co. (v— m) = = sin. von = 7 tang. (on) = = J, 


alſo au — marc. tang. 7 u. ſ. w. 


Nimmt man, der größeren Einfachheit wegen, an, daß die fire-- 
Gerade AB. mit der Abfciffenare AX zufammenfältt, fo ift m=o, 
und man hat ‘ | 

cos.v , sav=! u tang.v = 2. 
r r x 


Punkte, geradekinien und Ebenen im Raume. 


$. 6. (Beitimmung der Lage eines Punktes im Raume). 
Um die Lage eines Punftes im-Raume zu beftimmen, nimmt man in 
diefem Raume drey fefte, ihrer Lage mach gegebene, und auf einander 
gegenfeitig fenkrecht ftehende Ebenen an. Sey XAZ (Big. 4) ein rech⸗ 
ter Winkel in der Ebene des Papierd, und AY eine auf diefe Ebene, 
alfo auch auf die Linien AX und AZ, fenfrechte Gerade, wo AY auf 
ber Rüdfeite, oder auf der von dem Lefer abgewendeten Seite des 
Blatts flieht. Verlaͤngert man die drey unten fich fenfrechten Linien 
XA, YA, ZA auf der andern Seite von A, und legt durch je zwey 
derfelben eine Ebene, fo find KYX-Y, XZX’Z und YZY’Z die 
erwähnten drey normalen Ebenen, deren Lage im Raume gegeben ift. 
Kennt man dann die fenfrechten Abftände eines Punftes M von diefen 
drey Ebenen, fo wird auch die Lage diefed Punftes im Raume beftimmt 
ſeyn. — Sey MQ=z diefer Abftand des Punktes M von der Ebene 
dee XV, fey eben fo Ma==y diefer Abftand von der Ebene der XZ, 
und endlid Mb=x der Abfland von der Ebene der YZ. Ergänzt 
man da6 rechtwinklige Parallelepipedum, deilen Seiten MQ, Ma und 
Mb find, fo ift aud) 

AB x, BOQ=y un QOM 2, 

und man nennt dieſe Größen x, y, z die Coordinaten des Punk⸗ 
te8 M, fo wie man A den Anfang der Coordinaten, die Linien XAXY, 
YAY’, ZAZ die GCoordinatenaren, und jene drey normalen 
Ebenen die coordinirten Ebenen zu nennen pflegt. 

Nimmt man unter den acht Octanten, in welche der anbegrängte 
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Raum durch die drey coordinirten Ebenen getheilt wird, den zwifchen 
den Linien AX, AY und AZ enthaltenen, ald den erften oder als 
"denjenigen an, in welchem die drey Coordinaten xyz fämmtlich pofitiv 
find, fo werden dadurch die Zeichen diefer Eoordinaten in den übrigen 
Dctanten auf folgende Weife beftimmt: 
Oetant 1...XYZ...Fxı+ty+z 
» 1...XYZ...—-xı-+y+ 3, 
» 1... °YV2...— x—yY-+ 3 
» IV... XYZ...+-x—y- z, 
» V...XY2...+-ıt 7 —s 
» VI...XYZ...—ıt+y—z, 
* Vil ... XVA... — x — y — - und 
» VII... XV2...+ı— 5 — 3. 


$. 7. (Gleichungen des Punktes und der Cinie). So wie 
in einer gegebenen Ebene. die Lage eined Punktes durch zwey, 
die Linie aber nur durch eine Gleichung beſtimmt wurde, fo wird im 
Raume die Lage eines Punktes durch drey, die Linie durch zwey 
und die Ebene durch eine einzige Gleichung beftimmt. Die Linie wird 
nämlich als der Durchſchnitt von zwey, und der Punft als der gemeins 
ſchaftliche Durchſchnitt von drey Ebenen betrachtet. Diefe für Punfte 
und Linien gehörenden Gleichungen werden am einfachen, wenn man 
die Ebenen, durch deren Durchſchnitt fie erzeugt werden, auf eine der 
drey coordinirten Ebenen fenfrecht annimmt. 

I. Diefem gemäß gehört die Gleihung x=a für eine der yz 
parallele und von ihr um die Größe a entfernte Ebene, und überhaupt 
gehört die Gleichung 


x= a für eine der yz parallele Ebene, 
= b ».» » xz » » 
z cc » » xy » » 
alfo auch 
x 0 für die coordinirte Ebene der yz, 
yo » » » » xX2, 
a = 0 R | » » » de XY- 


II. Die beyden erſten Gleichungen x=a und y=b zuſammen 
genommen aber, gehoͤren für eine der Are der z parallelen Linie, 
deren Abfland von yz gleich a und von xz gleich b ift; und überhaupt 
gehören die Sleichungs : Paare 
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x=a und y=b füreineder Axe der = parallele Linie, 


a » s=c  » » vv» >» y v v 
 y=b ‚9 2 = 
alſo ach x=o und y=o für die Axe der z 


x == 0 » 3=0 ».» » » y 


ce» >» » x.» » 


= 0 » 22 = 0 » » » » x, 

Die drey Sleihungen x=a, y=b und z=c zufammen ge 
nommen endlich gehören für einen Punkt, deifen Entfernung von der 
Ebene der yz, xz undxy in derfelben Ordnung glei) a, b und o ifl. 

III. Eben fo gehört die Sleichung 

y=ax-b 

für eine auf der coordinirten Ebene der xy fenfrechte Ebene, deren 
Durdfchnitt in diefer Ebene mit der Are der x den Winkel bildet, 
deſſen Tangente gleich a ift. 

Die beyden Gleichungen aber 

y=ıaxt-b und zsc 

zuſammen genommen gehören für eine Linie, die in einer der xy paral- 
lelen und von xy um die Größe o entfernten Ebene liegt, oder diefe 
Einie ift der Durchfchnitt der beyden Ebenen y=ax-b und z=c, 
von welchen die erfte auf xy fenfrecht, und die zweyte mit xy parallel if. 

Eben fo gehören die beyden Bleichungen 

y=aıtb nd z=ax- b 

zuſammen genommen für eine gerade Linie überhaupt, oder für den 
Durd;fchnitt von zwey Ebenen, von denen die eine auf xy und die ans 
dere auf x 2 fenftecht fieht. Sit b=b/—=o, fo geht diefe Linie durch 
den Anfang der Eoordinaten. 


$ 8. (Gleichung der Ebene), Die allgemeine Gleichung ei⸗ 
ner Ebene bat die Form ) 
Ax-By+ cz +D= 
Zür fie ift die Entfernung des Anfangspunktes der Eoordinaten von 
demjenigen Punkte, in welchem diefe Ebene 
die Are der x fchneider, gleich — 2, 


u 
»v oe y »_ . 0 og 


D 


» vv» 2 » — - 
G' 


xy 
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und wenn die Ebene durch den Aufangspunkt gebt, fo ift D=g. ' 
Die geraden Linien, in welchen jene Ebene die drey coordinirten Ebenen 
ſchneidet, heißen die Knotenlinien jener Ebenen. Dan hat daher 
für die Knotenlinie der Ebene 

in xy die Sleihungen Ax -By + D=o md z’=o, 

» xz >» » Ax«+-Cz+D=o » y=0, 

» yz » » By)t+Cz -D=o » x=o 


$. 9. (Derbindung von zwey geraden finien). Betrachten 
wir die Verbindung von zwey geraden Linien im Raume, die wir der 
Kürge wegen durch (1) und (2) bezeichnen wollen, und deren Gleichun⸗ 
gen, nach dem Vorhergehenden, von der Geflalt find: 
x=az 4a 
y=bz+ß!' 
x—= ag ua 
yabez-t ri ... (2) 
Diefe beyden Linien werden fi nur dann begegnen oder einander 
fhneiden, wenn die Bedingungsgleichung 


..(1) und 








Statt hat. 

I. Sey (1.2) der Winfel, welchen diefe beyden Linien unter ſich 
bilden, und fey eben fo (1.x), (1.y) und (1.2) der Winfel der Linie 
(1) mit der Are derx, yundz. Setzt man der Kürze wegen 

m’ ı +0? b® und m? = ı + a — 'b%, 
fo hat man ' 

it aa + bb’ und 


cos. (1.2) = a 


cos. (1.x) = =, fo wie cos. (3.x) = S 
cos, (1 :Y) = > » cos, (2 .9) = a 
cos. (1. 2) =— » cos. @a.)=—. 


Zwiſchen dieſen Winkeln haben überdieß folgende. Relationen 
Etatt: | " 


cos. (1.2) = cos. (1.x) cos. (2.x) -+ cos. (1.y) cos. (2.y) 


-+ cos, (1.2) cos. (2.2) 
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und cos.!(ı.x) — cos*(1.y) + cos. (1. 2) mu, 
cos.2(23.x) + cos.?(2.y) 4 008.?(2.2) = ı. 

1. Daraus folgt, Daß die beyden Linien (1) und (2) parallel 
find, wenn man hat aa’ und besb’; und daß fie auf einander 
fenfrecht find, wenn ‚man hat ı >aa’--bb’==o, Auch laſſen fi 
die Sleichungen der Linie (1) fo darftellen: 

cos. (1. x) 
**5* c08. (1.2) + u 

cos. (ı1.y) 
J=E cos.(1.2) +. 

II. Die Linie, welche durch den Punft geht, deffen Eoordinaten 
x’, y', z' find, und welche Gi mit der Linie (1) parallel ift, bat 
zu ihren Oleichungen 

x — x =a(s—e) nd y— y = b(s— 2) 

Diejenige Linie aber, welche durch die zwei gegebenen Punfte 
geht, deren Coordinaten x/y/n’ und xyz find, dat ju ihren 
Bleihungen 





y ı’ — ı” 
X— X =. -y70@") und 





1 Y= II, | 
umd die Entfernung der beyden gegebenen Punkte ift gleich 
a + Hera 
IV. Die Linie, welche durch den Punft x/y/z’ geht, und fenf: 
recht auf der Geraden (1) ſteht, hat zu ihren Gleichungen 
a (x — vr) by—y) FT z— z=o und 
N) br) @—ar oe) 
+ (z— 39 [b -0) — 20 —- 6)]] 3 0. 
Sind dann X, Y, Z die Coordinaten des Durchſchnittspunktes 
beyder Geraden, ſo hat man 
z = a(x—a) +b(y—P) + “ 


ı -— a? 4 b? 
Y=b2+-ß md X=aZ-+ oa. 


$. 10. (Verbindung zweyer Ebenen). Betrachten wir die ge- 
genfeitige Lage zweyer Ebenen, die wie durch (1) und (11) bezeichnen 
wollen, und deren ©leichungen folgende Geſtalt haben: 





10 §. 10. 


Ar -By -Cı +D=o...( 
Ax+By+Cz+D=o...(ii). 
Nennt man (1.11) den Winkel, unter welchem diefe beyden Ebe⸗ 
men gegen einander geneigt find, fo hat man 
cos. (I. II) = — AN +BE +CO — . 
Ä ve+B+G,vaAr+Bbr + c® 


Sind daher diefe Ebenen zu einander parallel, fo hat man 


A, . A. B_# 
=, und 527, alſo auch 5 257/ 


und ſind ſie auf einander ſenkrecht, ſo iſt 
| AM BB’ L-CO=o, 

I. Nennt man eben fo (I.xy) den Winfel der Ebene (T) mit der 
coordinirten Ebene der xy und (I.x) den Winfel der Ebene (I) mit der 
Are derx, und bestichnet man durch (I.xz), (I.yz) und dur (I.y), 
(1.2) die ähnlichen Winkel für die Ebenen xz, yz und für die Aren 
der y und z, fo hat man, wenn man der Kürze wegen 

M: == A? + Bt + Cr feßt: 


cos. (l.xy) = 7 und sin, (I. x) = * , 
cos. (I. x 2) — * + sin.d.y)= nr 
cos. (l.yz) = = » sin. (l.z) —, 


M 
und zwifchen diefen Winfeln Kaben folgende Relationen Statt; 
cos. (1. II) = cos.(l.xy) cos. (ll:xy) 4 cos. (I. x 2) cos. (II. x æ) 


+ Eos.(I.yx) cos. (Il.yz) 
- und cos. (l.xy) + cos.’(l.xz) + cos? (l.yz) = ı. 


II. Nennt man R da& Loth vom Anfangspunfte der Eoordinaten | 


auf die Ebene (1), fo hat man 
D D 
R=-— oo — —; 
M VAL BE + 
baber man die Sleihung der Ebene (I) auch fo ausdrüden kann: 
x cos. (I.yz) + y cos.(l.xz) + z cos. (l.xy) =R oder 
x sin. (l.x) + ysin. (l.y) + z sin. (I.s)- 
III. Bezeichnet man durdy E, v, 2 die Knotenlinien der Ebene (1) 
in der coordinirten Ebene der yz, xz, xy, fo hat man für die Winfel 
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diefer Anotenlinien unter fich und mit den Aren der 2y2 folgende 
Ausdrüde: 


CM A 
tang. (EV) = AB und ‚tang. (x2) = — 5’ 


BM 
m 
tang. (v2) = Sc » tang.(vz2) = 4 z. 
Nennt man ale den Winfel {l.xy)=n und (ke) ==k, fo ift 


| 


ung.k = — = oder tang.n sin.k = — — 
C 

cm — tang.n cos.k = 1 —_ 

YA? --B2 + C2 » 6 | +2 C 


$. 11. (Berbindung der Ebenen mit Linien). Sey analog 

mit Den vorigen Vezeichnungen (I, »).der Winkel der Ebene (I) mit 

der Geraden (1), fo hat. man 4 

inkl) ——— 

VR+B+Ct.Vıratbz 
sin. (l.ı) = cos. (l.xy) cos. (1.2) + cos.(l.xz) cos. (1 .y) 
Z —- cos.(l.yz) cos. (ı.x). 

Soll daher die Gerade (1) auf der Ebene (I) fenfrecht ſtehen, fo 

Bat man 

N 


‚ oder aud 


a = = und b =; 
oder die Gleichung einer auf der Geraden (1) fenfrehten Ebene ift 
ıx„by+- z--D=o,- 
wo die Größe D willkürlich ift; und eben find die Gleichungen einer. 
anf der Ebene (I) fenkrechten Geraden 
A B 
xs=nzta wm =7:tB 


wo die Größen a und 4 willfürlic) find. 
1. Die Gleichungen der Geraden, die duch den Punft x’y’ x’ 
geht, und fenkrecht auf der Ebene (I) flieht, find: 


x — x —6—-9 und y — y/ = 2 (0-2). 


Eben fo ift die Gleichung der Ebene, die durch den Punkt x’ y/z’ 
geht, und mit den beyden Geraden (1) und (2) parallel ift, 
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2) (bb) + Ma) Has )ab—ah)me. 
Die Gleichung der Ebene, die durch den Punkt x’y’z’ geht, und ſenk⸗ 
recht Auf der Geraden (1) ſteht, ift 

a(x— x‘) +-by—y) pp — = . 
Die Gleichung der Ebene, bie durch den Punkt x’ yIz! und durch die 
Linie (1) gebt, ift 


EN) br) U-N@—er— oc) 


+(2— 2) [b(x —a) — a(Y—PB)] = 0. 
Die Sleichung der Ebene endlih, die durch den Punkt x/y/z/ geht, 
und fenfrecht auf einer Geraden fteht, die mit den Aren ber xyzin 
derfelben Ordnung die Winkel «By bildet, ift 


(x — x) cos.a + (y—y’) cos. ß + (8—2/) cos.y u 0, 


$. ı3. (Verwandlung der Coordinaten im Raume), ey 
eine Gleichung zwifchen den drey rechtwinkligen Eoordinaten xyz gege- 
ben. Will man fie auf ein andered Coordinatenfpftem x’ y/z’ beziehen, 
in welchem die neue Are der x zwar noch in der Ebene der xy liegt, 
aber mit der Are der x den Wintel » bildet, fo hat man 
xx’ 006.4 sin. p oder X —xcay —y sin.Y, 
— ycoy—xsiny » Y“=xsin.y + y 00s. p, 
z = z! » !V=z 
Geht man von diefem zweyten Syſteme zu einem dritten über, in 
welchem die neuen Coordinaten durch x’/y// 2 bezeichnet werden, fo 
daß die neue Are der x’ mit der Are der x‘ zufammeh fällt, die Ebene 
der x’ y’ aber mit der vorhergehenden Ebene der xy den Neigungs⸗ 
winfel © bildet , fo hat man 


x’ x⸗ oder x’ x, 
y' = y/ cos.0 4 z/ sin.d » y’ = y! cos.d — z’ sin.d, 
2 = z 008.9 — y/ sind » zU y sin.d 4 2’ cos.d. 


Steigt man endlich noch von diefem dritten Spfteme zu einem 
vierten auf, deilen Coordinaten x‘ y’ 21 find, fo daß wohl die Ebe- 
nen der x’/y und x’ yılı diefelben bleiben, aber daß die neue Are der 
x 4 mit der vorhergehenden Are der x’ den Winkel 5 bildet, fo hat man 

x x’ c08.9 — y'llsin.p oder x’ = y'sin.p + x’ cos.p, 
yuız yllı c08. 9 +x/sin.g » yut=y/Mcos.g— x’sin.o, 
zu = zii » zu zit, 
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Chen wir nun der Kürze wegen 


A == 008.9 sin.y sin.9 4 C08.% cos. 9, 

A’ = cos.8 sin.y C08.9 — cos. Y sin.p, 
A = sin. sin.Y; 

B == cos. cos.# sin. — sin.Y 008.9, 

B’ = 005.9 008.4 cos. + sin. Bin.9, 7 
B — sin. cos.Y; ' 

C = — sin. sin.9, 

C == — sin.d cos. 9 

GC“ = 008.8. 


Subftituirt man dann die gefundenen Ausdrüde von x’y’r' und 
iyitzu in den zuerſt gegebenen Werthen von xyz, fo findet man 
x — Ay!!! + Aryılı + Alı gın 
y == Bw’  Biyrt 4 Bu zu 
z = Cxz4 4 COyu + CUgt 
und eben fo umgefehrt 
xu—=Ax +By + Cz 
y'=Az+By Ce}: 
yılı am Alız + B’/’y 4 Cꝝ 
Dan muß aber bemesfen, daß zwiſchen dieſen Coowinaien die 


Li 


x? + y* 4 22 = x 4 yun + gun 
befteht, und daß daher zwifchen den Eoeffieienten AAr... folgende 
wölf Bedingungsgleihungen Statt finden: 
4° + Ar + An 1 Ar. + B? 460 == 
B? + Br + Bu 1 A" + B? + cr 4 
qꝛ +- ce + 1) AR LB2 LOr =ı 
AB + AB + AuBr AA + BB Home 


Inn 


IC + A'C + Arcu AA’ LBB’ + CCv— 
A'Au + BiBe+ + CCu= o 


ını 
oe © 0o0 


BC + BC’ + Bucn 


$. 13. (Polarsoordinaten im Raume), ‚Statt, wie biöher, 
die Lage des Punftes M (Big. 4) im Raume durch feine fenfrechten Ab» 
Rinde von den drey coordinirten Ebenen oder Durch die rechtwinkligen 
Soordinaten AB==x, BQ=y, QM=z zu beflimmen, fann man 
Yefe age auch durch die Entfernung AM —r diefed Punftes von dem 
Anfange der Eoordinaten und durch die Winfel angeben, welche diefe 


N 
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Entfernung oder ihre Projection AD, Aa und Ab in den coordi: 
ten Ebenen der xy, xz und yz mit den drey Goordinatenaren Al. 

AY und AZ bildet. 

| I. Nennt man naͤmlich a, B und y die Winfel, welche die 
ftanz r mit den Coordinatenaren der x, y und z macht, fo hat mas 


x rco.a, J=rcoß, Br cosY, 


und zwifchen den drey Größen a, B, y hat die Bedingungegleihul' 
Statt: 
cos.2a 4 cos.?ß 4 cos.!y wa ı, » i 
wo jeder der drey Winfel =, 6, y nie größer ald 180° werden kann. 
- 11. Iſt aber m der Winfel der Projection von r in der Ebene x 
mit x, und ift n der Winfel der r mit. der Are der z, das heißt, ' 
QAX=m und MAZ=n, fo hat man | 
xe=rcos.msin.n, y=rsin.m sinn, z=r cos.n, 


wo der Winfel m von der feiten Geraden AX immer nach derfelben 
Richtung von 0° bis 360° gezählt wird, während der Winkeln nie gri 
fer, ald 180°, genommen werden fann, um alle Punkte des Raume 
um den Anfangspunft A zu umfaſſen. | 
III. Iſt endlich x der Winkel der Diſtanz ÄM=r mit der Art 

der x, und » der Winkel der Projection BM oder Ab diefer Diftang 
in der Ebene der yz mit der Are der y, oder iſt A=MAX um 
p=MBQ=bAd, fo hat-man 
xm=rcoA, y=rsin.Acosa, 2=rsin.A sinn, | 


und bier wird der Winfel A von der firen Geraden AX immer in der 
fefben Richtung von o bis 360° gezählt, während wieder » nie größer, 
als 180° feyn kann. Man fieht, daß der WinfelA=a und any if. 


Ylgebraifhe Erumme Linien._ 


$. 14. (Kinien der zwenten Ordnung). In der nun folgen: 
den Zufammenftellung werden nur die vorzüglichiten Curven, um fie 
fpäter als Beyſpiele anzuwenden, nad ihren Gleichungen, von ein 
fachen Zeichnungen begleitet, kurz angeführt. 

Die Eurven der zweyten Ordnung, oder die fogenannten Kegel: 
fehnitte, find fämmtlich in der Sleichung enthalten: 


a? Hoyer hdytexti=o, 
und diefe Gleichung gehört für eine Ellipfe, Hyperbel oder Parabel, 
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ın die Größe b’— Aac negativ, pofitiv oder Null ift; für den 
as iſt ac und bo, 

In den beyden erften Fällen, d. 5. wenn b? — 4 ac nicht gleich 
MI ift, laͤßt fich diefe Oleihung auf die Form bringen: 


x? 


das obere Zeichen’ für die ENipfe, das untere für die Hyperbel gilt, 
ten halbe große und Feine Are A und B ift, und wo der Aufang der 
sordinaten in dem Mittelpunfte der Elipfe oder Hpperbel liegt. In 
m dritten Sale, wo b?='4ac ift, läßt fich jene Gleichung auf die 
ufache Geſtalt 
)* = 2Px 
rückführen, die alſo für die Parabel gehört. und ı wo p den halben 
Yarameter der Parabel bezeichnet. — Aber. auch die erfte gegebene Glei⸗ 
bung bietet ſchon ein Mittel dar, durch die in. ihr enthaltenen Coeffi⸗ 
ientn a, b...f diefe Halbaren A und B der Ellipſe oder Hyperbel, 
trner die bepden der x und y parallelen Coordinaten X und Y des 
Rittelpunftes diefer beyden Curven, und endlich den Winkel wo zu bes 
limmen , welchen die große Are 2 A der Curve mit der Coordinatenare 
er x bildet. Setzt man nämlich der Kürze wegen 

g=b? — Ahac, 

h=bde — ae — cd? 

kꝛ b? + (a — c)%, 
o findet man für die gefuchten halben Aren 


u hd Ba ein, 
a sa+rc—h und .gatce+b’ 
und für die Coordinaten des Mittelpunktes 
aae — bd cd — be 


i= 7 — = — 55 | 
uad endlich für den Winfel » der großen Are der Curve mit der Coor⸗ 
dinatenare der x: 

b 
c—a-rk 

Für die Parabel laffen ſich ähnliche Ausdrüde aufſtellen. So 
erhaͤlt man fire den halben Parameter derſelben 

acd — be 


—— — 





b 
tang. 20 — oder tang. w = 
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und für den Winfel co» den Ausdruck 


tang. ao == _ 
Nimmt man den Anfang der Coordinaten x, y in dem Soͤheitel, 
d. 5. in demjenigen Punkte der Curve, in welchem fie von ihrer großen 
Are, die zugleich die Are der x feyn fol, gefchnitten wird, fo bat man 
für die gemeinfame Gleichung diefer drey Eurven 


y=ıR— 


und diefe Gleichung gehört für die Ellipfe, Hyperbel oder Parabel, 
wenn A pofitiv, negativ oder unendlich groß iſt. Für den Kreis Hat 
man p=A, alſo ?—=2Ax—x?, wo A der Halbmeiler des Kreiſes 
iſt. — Man kann noch’ bemerken, daß die Gleichung der Ellipfe, in die 
der Hyperbel Xbergeht, wenn man in jener Ain— A und BinBy—ı 
verwandelt. Für diefe beyden Curven aber ift der halbe Parameter 


p= I immer pofitiv. Nennt man endlid) Ae die Entfernung des 


Mittelpunftes der Eliipfe oder Hyperbel von einem ihrer beyden Brenn⸗ 
punfte, To if Ä 
Ar — B? 
A? 
und daher aud) 
A: + B? 
Ar 
Um die Gleichung dieſer drey Curven in Polarcoordingten zu er: 
halten, fey einer der Brennpunfte derfelben der Pol, und r die Ent⸗ 
fernung diefes Brennpunktes von irgend, einem Punkte der Curve. 
Neunt man dann » den Winkel, welchen der Radius Vector r mit 
der großen Are, von dem dem Pole nächften Scheitel gezählt, bilder, 
fo it die .gefuchte Bleichung der Linien der zweyten ordaung 


ro P Bu “ 
ı + s c0s.»’ 


u 


et — 





md p=A(ı—e) für die Elipfe, 





e — 


und p= = A (e _ ı) für die Hyperbel. 


und dieſe Gleichung gehört für die Ellipfe, Hyperbel oder Parabel, 
wenn e Heiner oder größer, oder fo groß als die Einheit ift, in weichen 
legten Galle daher die Bleichuug der Parabel wird: 


IX 
r= —E_. 


cos? 


$.:15. 17 


$. 15. (ſinien der dritten und vierten Ordnung). 1. Neil's 
Parabel, oder die Fubifche Parabel, zum Unterfchiede der in 6. 14 
betrachteten , welche Tegte auch die Apollonifche Parabel genannt wird. 
Ihre Geſtalt ift in Fig. 5 verzeichnet, und ihre Gleichung iſt 

| y? — ax?; 

wo Sier ‚ fo wie in allen folgenden Figuren, wenn nicht dad Gegen» 
theil ausdrüdlich gefagt wird, immer AP=x, und die darauf fenfe 
tehte Gerade PM=y, alfo AP... die coordinirte Are der x ift. 
Die Neil'ſche Parabel hat zwey unendliche Aefte, die beyde auf der 
pofitiven Eeite der y liegen, und die fih im Anfangspunfte A der Coor⸗ 
dinaten zu einer Spitze vereinigen. Meil und Germat bat diefe 
Eurve zuerft betrachtet, und q an ihr mehrere merfwürdige Eigenfchaften 
gefunden. 

II. Ciſ ſ ois (Fig. ” Die Gleichung diefer Curve ift 

= y?(a— 2). 

Auch fie läuft von einer pipe im Anfangepunfte A in zwey unendlichen 
Alten aus, von welchen aber einer über und der ändere unter der Are 
der x liegt. Beyde Äſte fommen der Geraden mBn, die in der Ente 
fernung AB ==a auf der Abfeiffenare fenfrecht errichtet wird, als ihrer 
Afymptote, immer näher, ohne fie je zu erreihen. Der griechifche 
Seometer Dioeles hat diefe Curve ausgedadht, um durch fie das den 
Alten wichtige Problem aufzulöfen, zwifchen zwey gegebenen Größen 
zwey mittlere ftetige Proportionalen zu finden. Ihre Benennung. hat 
fie von æissos (Epheublatt), dem fie ähnlich feyn fol. 

III. Slodenlinie ($ig.7). Ihre Gleichung iſt 

a? =xa—b)(cH+0), 

wo AB=b und AF= c ift. Diefe Curve befteht aus zwey abge» 
fonderten Zheilen, deren einer eine gefchloffene, ovale Geftalt, und der 
andere zwey unendliche Afte hat, die in Form einer Glocke auslaufen. 

Nah den Werthen der beyden Größen b und e gehört diefe 
Gleichung zu verfchiedenen Geftalten. 

Sf c=o, fo verfhwindet der erwähnte ovale Theil, und die 
Eurve bat die Beftalt der Fig. 8. 

Sitb=o, fo iſt die Gleichung der Curve ay? x — cxı'= o, 
and ihre Form ſieht man in Fig. q. 

Sf endlich b=o und c=o, fo ift ihre Gleichung x’ =ay?, 
oder fie geht dann in die Neil'ſche Parabel über. 
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IV. Conchois oder Mufchellinie (Fig. 10). Man errichte auf 
der Abſciſſenaxe AX das Loth AB=a, und ziehe aus dem fo beſtimm⸗ 
ten Punkte B die Gerade M Bm, welche die Abfeilfenare in dem Punkte 
O ſchneidet. Bon diefem Durchſchnittspunkte O nehme man zu beyden 
Seiten der Abfeifenare die Linien OM=Om=b, fo liegen dieſe 
Punkte M, m in den Conchois. Iſt dann ABM=» und BM=r, 
fo hat man 
a=(r—b)cos», y=bco», und ? = "tahyı, 

woraus man durch Elimination der beyden Größen r und » erhält 
| xy? = (a4 y)' (b!— Y’), 
die Sleihung der Conchois. Nennt man aber das Lorh- von M auf 
AB, oder nennt man MQ=y’ und BQ=x, fo il x=y‘ und 
y=r'—a, alfo u die Gleichung der Conchois 


(3) = 


Sie hat vier anendlich ine, die alle die Abſeiſſenare AX zur Aſymp⸗ 
tote haben. Unter dem feſten Punfte B hat fie eine Schleife, fo lange 
b größer ald a iſt. Für ba aber verfchwindet diefe Schleife, und 
geht bloß in eine Spige bey B über. Füuͤr b fleiner ald a endlich vers 
fhwindet auch diefe Spipe, und die Curve hat dann unter der Are der 
x diefelbe Geftalt, wie über derfelben. Der griechifche Geometer N is ' 
komedes bat fie zur Auflöfung des bey der. Ciſſois erwähnten .Proble= 
med erfunden, und auch, um einen gegebenen Winfel in drey gleiche 
Theile zu theilen. Newton gebrauchte fie zur Auflöfung der Gleis 
chungen des dritten und vierten Grades, da fie in Abficht ihrer Con⸗ 
ſtruction fo einfach iſt. Auch Hat man fie zu den Verzierungen in Der 
Architektur und zur Meffung des Inhalts der Faͤſſer angewendet. 

V. Eaffini’8 Curve (Big. 11). Wenn das Produkt den Ent. 
fernungen MF und MF’ eines Punfted M von zwey feften Punften 
F und F’ für alle Lagen des Punftes M conftant ift, fo liegt diefer 
Punkt M in der betrachteten Curve. Sey FF’= za die Diftanz jener 
feften Punfte, und MF.MF’=bt, fo hat man, wenn der Anfangs: 
punkt A in der Mitte zwifchen F und F’ Tiegt: 

FMä (a — x)) -y7” und FM=(i4 x)? + yt, 
. and daher für die Gleichung der Eurve 
»=[a+)’+r). [aD +7] ode’ 
ty paemvbor + ge, 
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Diefe Eurve ändert mit den Werthen von a und b ihre Geſtalt. Fuͤr 
b>a hat fie die in Fig. ıı angezeigte Form, fo Tange zugleich ' 
b>avys if. 

Sf aber b>aund zugleich b <avV 3, fo nimmt fie die Form der 
Sig. 12 on. Iitb=a, fo geht fie in die Geſtalt Fig. ı3 niber, wo 
AB=ACmeya if. Iſt endlich b<a, fo befteht fie aus zwey 
von einander abgefonderten Ovalen, oder die zwey Schleifen der Big. 13 
rücken aus einander, fo daß der Zwilchenraum bey A gleich a Ya? —b* 
und die Entferuung ihre zwey dußerfien Punfte BC—2 Ya: + bt ift. 
Diefe Eurve, fo wie fie die Fig. 11 darftellt, bat Domin. Caffini 
gefunden, um dadurch, wie er glaubte, die Bewegung der Planeten 
um die Sonne auf eine zur Rechnung bequemere Art dar, 'ftellen, als 
dieß durch die Ellipfe geichieht. 

VI. Die Lemniscate oder die Schleifenlinie hat ebenfalls 
die Seftalt der Sig. ı3, und ihre Gleichung ift 

+ yP=ıayr —y, 

wAB=AC=a ill. Diefe Curve hat Jakob Bernoulli zuerft 
betrachtet, und Fagnano hat die merfwürdige Eigenfchaft derfelben 
entdeckt, daß fich in ihr ungählig viele Bogen angeben laſſen, die einans 
der entweder völlig gleich, oder von welchen der eine genau doppelt fo 
groß iſt als der andere. Leonh. Euler bat dieß weiter ausgeführt 
(ia den Novi Comment. Petrop. Vol. VI. für das Jahr 1756), und 
in den neuern Zeiten haben jene Unterfuchungen Gelegenheit zu der Ente 
widelung der fogenannten elliptifchen Funktionen gegeben, die 
für die Integralrechnung fehr wichtig find. Ihren Namen hat fie von 
Lempiscus (Sranfen oder Schleifen an Gewändern). i 

VI Cardioide oder herzförmige Eurve (Big. 14). Iſt An 
em Kreis des Halbmeſſers a, und verlängert man die Sehne An zu 
begden Seiten derfelben, bis nM=nm==a, fo liegen die Punfte M 
uud m in der Curve. Sf AM=r und PAM=r+, wo PA in dem 
Durchmeſſer BA des Kreifes liegt, fo ift die Schne An 4 cos.v, 


alfe auch 
r = a(ı 4 cos») 
die Polargleichung der Curve. Für die fenfrechten Coordinaten A P=x 
und PM==y aber hat man die Sleichung 
xt L y? — sax = (a? 422x -— sr). 


Man findet leicht, und die Eardioide auch durch die Bewegung 
a* o 
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eined Kreifed entfteht, der ſich auf der Peripherie eined andern Kreiſes 
von gleicher Groͤße waͤlzt, und daß daher die Cardioide eine der Epicy⸗ 
cloiden (m.f. unten $. 102 1.) iſt. Sie iſt auch die Brennlinie oder Cata⸗ 
cauſtik (m. ſ. d. 135 II.), oder fie entſteht durch den Durchſchnitt der Licht⸗ 
ſtrahlen von der inneren Seite der Peripherie eines Kreiſes, deſſen 
Durchmeſſer gleich 3a iſt, wenn der leuchtende Punkt in dem einen 
Endpunfte des Durchmeſſers dieſes Kreifes liegt. 

VII. Seyphois oder Becherlinie (Fig. 15). Auf den unter 
ſich fenfrechten Geraden AX und AY nehme man AB=AC=AD=a 
und ziehe die Geraden BC und BD. Man nehme eben ſo AF=a 
und ziehe durch F eine willfürliche Gerade FG, welche die AX in G 
fchneidet, und errichte auf FG dur G eine fenfrechte Gerade, und 
nehme auf diefer Senfrehten GM=GN=GA, fo liegen die Punfte 
M und N in den Scyphoid. St AP=x, PM=y und zieht man 
GQ parallel mit AY, fo it 2 =AG?— (y— AG)? oder 

EXE. 
2y 
Da ferner die Dreyecke GQM und AFG aͤhnlich find, fo iſt auch 
ax 
AG= SAG 
Die Elimination der Größe AG auß diefen beyden Öleihungen gibt 
y® — xt — Aay?x 
die Oleichung der Curve. Sie hat vier unendliche Äfte, und die zwey 
Geraden BC und BD find, erweitert, die Afynıptoten diefer Üfte, von 
welchen die zwey untern diefer Afpmptoten von außen, und die zwey 
obern aber von innen immer näher kommen, ohne fie doc) je zu erreichen. 

IX. Symmetriſche Eurve (Fig. 16). Obſchon auch die mei⸗ 
ften der andern krummen Linien einen ſymmetriſchen Bau haben; fo 
verdient doch diefe jene Benennung vorzugsweife, da fie, ihrer größeren 
Zufammenfegung ungeachtet, doch zu beyden Seiten der Are der x fo» 
wohl ald auch der y, eine vollfommen ähnliche Geſtalt hat. Die Blei: 
chung diefer Curve ift | 

yt 4 10022? — gbaty? — xt = o ode 

y = + Vlabe £ Va3ogat — 100er Faxe] 
Sie befteht aus einer der Schleifenlinie ähnlichen, ifolieten Curve, die 
zu ihren beyden Seiten von zwey ind Unendliche fortgehende Bogen: 
paaren begleitet iſt. 





| 
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$. 16. (fi nien, deren Gleichungen von höherer Ordnung 
oder rationell find). on diefen Linien find vorzüglich Diejenigen 
zu bemerken, deren Sleichung die Form hat: 
x 4 ya u ar, 
wo man beſonder⸗ drey Faͤlle unterſcheiden kann. 
1. Sal. Wenn m und n ungerade Zahlen find. 
Sürmzncı hat man 
ı -ym=a 
die Gleichung der geraden Linie. 
Kür me=3 und n= ı iſt 
x? 4 y3 a? 
eine Gleichung, zu welcher die Eurve der Fig. ı7 gehört, und welche 
jur Afpmptote die Gerade m An hat, deren Gleichung x-+-y=o ift. 

I. Sal. Wenn m gerade und n ungerade ift. | 

Alle hieher gehörenden Eurven find in einen endlichen Naum eins 
gefchloffen, da x—=+a und y=+a die beyden Aäußerfien Werthe 
diefer zwey Eovordinaten nd. | 

Für m=2 und n= ı hat man 

x? + y* = a? 
die Gleichung des Kreifes, deſſen Halbmeſſer gleich a ill. 
Für ms und n=a3 aber ift 
" x’ + y’— , 
und die zu diefer Gleichung gehörende Curve ift in Fig. 18 verzeichnet. 
Sie ſteht in naher geometrifcher Verwandtſchaft mit der Elipfe, wie 
wir fpäter fehen werden. 

11. Fall. Wenn m ungerade und n gerade ift. Alle hieher ge: 
hörenden Eurven haben zwey endlofe Äſte, die beyde auf der pofitiven 
Seite von x und y liegen; 

n=ı und n=3s gilt Vx + Vy= Va ode, 
&-M—-nat)te=o 
die Bleihung der Apollonifchen Parabel. 
Sürm=5 und’ n— « aber hat man die Gleichung 


re, 
ju welcher die Eurve Fig. 19 gehört, deren zwey Afte die unter dem 
Winkel KAN45 gezogene Gerade AN zur Afymptote haben. 
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IV. Auf eine ähnliche Weife fann man auch die verſchiedenen be⸗ 

ſonderen Faͤlle der Gleichung 
— -Bb(x — a)" 

betrachten, welche zu verſchiedenen Curven gehört, nachdem der Expo⸗ 
nent m eine gerade oder eine ungerade Zahl, oder ein Bruch if. 

Hier bemerken wir nur noch die in Big. 20 verzeihnete Schuar 
bellinie, die zu der Gleichung 

y=ıax: -byxr: 

gehört, und wo die in dem Anfangspunkte Aſſich begegnenden Äſte der 
Curve nicht nur, wie bey den Spigen (Big.5, 6 u. f.) eine gemein 
fhaftlihe Berührungslinie AX haben, fondern überdieß noch beyde 
auf derfelben Seite der Berührungslinie liegen und derfelben ihre con» 
vere Seite zuwenden. 


$. ı7. (Tranſcendente Eurven). &o nennt man diejenigen 
frummen Linien, deren Öleichungen nicht algebraifch find und 5.8. 
die Sröße a®, log.x, arc. sin. x u. f. enthalten. 


I. Die Logiftif oder die logarithmifche Linie (Big. 21). Ihre 
Gleichung iſt | 
xa, 

oder wenn man die natürlidyen Logarithmen nimmt 
log. x = y log. a. 
Tür s—=ABası iſt alſo die Ordinate y=o. Sey Alma 
und die mit der Are der x parallele Gerade CDasb, alfo a die zur 
Abfeife b gehörende Ordinate, und daher auch 


b= a" oder log.b = a log. a. 


‚Subftituirt man diefen Werth von log.aem- log.b in der vorber- 
gehenden Sleihung, fo erhält man | 
I 
log. x = - logb der x = b 


für die Gleihung der Logiſtik. Iſt endlih ACı nnd b=e die 

Baſis der natürlichen Logarithmen, fo ift die einfachfte Gleichung der 

Logiſtik | 
y=lgx oder x=e. 

In diefer Eurve find alfo die Ordinaten die Bogaritgmen der 

Abſciſſen. Fuͤr pofitive Abfciffen , die größer als die Einheit find, wach⸗ 


\ 
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ſen die ebenfalld pofitiven Ordinaten ind Unendliche. Von 1 
bis 5520 aber wachſen die negativen Ordinaten ebenfalls ohne Ende, 
und der Bogen Bm,nähert fich der Ordinatenare YA ohne Ende. 

IL Quadratrir (Sig. 22). Sey CBC/ ein Kreis. des Halb: 
meffer AB==a, und ed werde der Punkt M der Curve, zu welchen 
die Coordinaten AP—=x und PM==y gehören, fo genommen, daß 
ih MP zu AC verhält, wie der Bogen BN zu deu Bogen BC, oder 
daß man hat oo. 

y:zazmv:oxr, 
we » den WinfelMAB und x die befannte Ludolph’fche Zahl 3.141759 .. 
bezeichnet, fo ift „-— und überdieß y=ex tang. », alfo aud 


s = —__, Bezeichnet man daher den Radius Vector AM dur 


x lang.» 
r, fo if * x? 4 y?, und die Polargleichung der Curve 
er, 
Æ sın. 9 
amd eben fo die Gleichung zwiſchen den rechtwinfligen Coordinaten 
= = tang. =. 
gür var ift = — oo und y==2a; alfo geht die Curve auf 


der negativen Seite der Abfciifenare, oder in der Richtung von AXY, 

ins Unendliche fort, und nähert fich Hier, über und unter der Are AX, 
einer Afymptote, die mit AX parallel und von ihr um 2a entfernt iſt. 
Zür die Winfel »— x bi6 v= ax fümmt die Curve von dem unendlich 
weit entfernten Theile diefer beyden Afymptoten wieder zurüd, und er 
ſtreckt ſich auf der pofitiven Seite der x wieder ins Unendlihe, indem 
fir ſich in ihren beyden neuen Alten wieder jweyen, den AX parallelen 


Afymptoten nähert, die von der Are AX um die Diftanz 4a entfernt 


find, und folder Hinz und Hergänge gibt ed unzählig viele zwiſchen je 
zwey folcher Afymptoten, die immer um aa von einander abfiehen. Diele 
Eurve wurde von Dinoftrated, einem Zeitgenoffen Plato’6, aus⸗ 
gedacht, um durch fie Die Bläche des Kreifes anzugeben, oder um den 
Kreis und jeden Sector desfelben zu quadriren. Sie dient auch zur 
Theilung eineB jeden Kreisbogens oder des ihm zugehörenden Winkels 
in eine gegebene Anzahl von Theilen, wenn man diefe Curve als be: 
reits richtig verzeichnet aunimmt. 

IL Sinuslinie (Fig. 23). Sie erftredt ſich zu deyden Seiten 


[4 
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der Are y ind Unendliche, indem fie die Are der x in urichigen Win⸗ 
dungen umgibt. Ihre Gleichung iſt 

y = & sin. x, 
und fie fchneidet daher Die Abfcijfenare für x=o, +, +3, 
+ 3x..., fo wie.fie fi von derfelben am meiften entfernt, für 
x +im, +ir, +ir uf. 

IV. Zuglinie oder Tractorie (Fig. 34). Iſt die im Anfange A der 
Abſciſſenaxe auf diefelbe errichtete Senfredte AB= ı, und ſetzt man 
AP=x, PM=yundden Bogen BM=s, fo iſt die eGleichung die⸗ 
ſer krummen Linie 


s — log. y. 

Sie hat nur einen einzigen Bogen auf der Seite der pofitiven x und y, 
welcher fich der Abfciffenare als einer Afymptote nähert. Etellt man die 
Ebene der Curve vertical, und ift au dem einen Endpunfte M eines 
gefpannten Fadens MT von gegebener Läuge, ein der Schwere ausge⸗ 
fegter Körper befefliget, fo wird diefer Endpunft M des Fadens die 
Zractorie befchreiben, wenn der andere Endpunft T desfelben in der 
Are der x mit gleichförmiger Bewegung fortgeht. 

V. Kettenlinie (Cheinette) $ig. 25. St AP=x, PM=y 


und AN==a, und der Bogen NM=Nm==s, fo ift die Öleihung 


der Curve 
s® = xt — at, 
und diefe Curve befchreibt ein biegfamer,, in feinen beyden Endpunf: 
ten B, C befeitigter Baden, wenn die Schwere der Erde auf alle feine 
Theile gleihförmig wirft, und die Punkte B und C in derfelben Höhe 
über dem Horizonte liegen, 
VI Cy clois oder Cyeloide (Radlinie) Fig. 26. Wenn ein 


Kreis HMG auf einer Geraden AB rollt, fo befchreibt ein gegebener ' 


Punft M der Peripherie diefes Kreifes die Cyclois. 

St AP=x, PM=y und O der Mittelpunft dieſes Kreiſes, 
deſſen Halbmeſſer gleich a iſt, und nennt man t den Bogen 
HM, weicher Bogen der Geraden HA gleich iſt, ſo iſt der Winkel 


MOB=-, und man bat 
ran! und y=a(ı-co..). 
a 8 


Sept man aber der Kürze wegen t==a», alfo v gleich dem Win⸗ 
Kl MOH, fo ift au 





§. 18. 25 
x=al(y— siny) und 
yz=a(ı— cos»), 
Eliminirt man aus diefen beyden Gleichungen die Größe y ſo 
erhaͤlt man 


x — a arc. con. (1 — ) — Va2y — y 


für die Gleichung der Cyclois. Setzt man in ihr y=DCmmsa, ſo 
&x=AD=DBz=sax, wo wieder z=—3, 14159... Ä 

(A). It aber CQ=x’ und QM=y, ſo iAx’—=2a—y und 
Y=ax—x; alfo find auch jene Gleichungen 


= a(ı4+co..), y-ar-ıtasin,, 
oder, wenn z— vo ift: 
x =a(ı— cos. ), y = a(w in. w); 


und wenn man die Größe w aus diefen beyden Sleichungen eliminirt, 
ſo hat man für die Gleichung der Cyclois 


7 = 8 Orc, con. (1 — -) + Va ax — x/2, 


Diefe-Gleihungen zeigen, daß die Größe + x mit dem Bogen t 
ohne Ende wachen kann, und daß daher die Cyclois aus unendlich 
vielen, dem ACB ähnlichen Bogen befteßt. 

(B). Liegt der befchreibende Punft M des Kreifed HMG nidht in 
dem Endpunkte des Halbmeſſers, fondern irgendwo in der Verlaͤnge⸗ 
zung deöfelben, und zwar in der Diſtanz b von dem Mittelpunfte O 
des Areifes, fo hat man 


’ x=t—bein- und yma—bceon- 
Eliminirt man daraus die Größe t, fo hat man 
x =aarc, cos. - F !_ vr - (a — y), 


welches die Sleihung der verfürzten oder der verlängerten 
Epcloisift, je nachdem b größer oder Kleiner ift, ald a. Züra=b 
erhält man die vorhergehende oder die gemeine Eycloi®. 





$. ı8. (Spiralen). I. (Archimediſche Spirale). Um den Mit- 
telpuntt C (Big. 27) des Kreiſes ABD bewege ſich der Halbmefler, 
den wir gleich der Einheit annehmen, und zugleich bewege ſich in Die 
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fem Halbmeſſer ein Punkt M gleihförmig fo, daß immer der Radius 
Vector’ CM=r zu dem Halbmefler CA=ı ſich verhalte, wie der 
Kreiobogen AB=» ju der ganzen Peripherie 2x dieſes Kreiſes, fo iſt 
M ein Punft der Archimediſchen Spirallinie, deren Gleichung daher iſt 
r=—. 
ar 
Diefe Gleichung zeigt, daß die Spirale, nach dem erflen ganzen 
Umlauf des Halbmeſſers, den Kreid in A fchneidet, und daß fie dann 
in unzähligen, immer größeren Windungen um den Kreid lauft. Da 
man den Bogen » auch.negativ von A nach D nehmen kann, fo beftehe 
diefe Eurve noch aus einer zweyten Spirale, die der vorigen gleich und 
ähnlich ift, aber eine entgegengefegte Lage hat. Diefe Spirale, ift nur 
die einfachfte von denen, welche in der Gleichung r=a.y” enthalten 
find. — So lange der Erponent m eine pofitive Größe ift, fangen alle 
diefe Spirale in dem Mittelpunfte C des Kreifes an. Iſt aber m nega«- 
tio, fo iſt r anfangs unendlich groß für »=o, und nimmt dann für 
wachfende » immer ab, oder der befchreibende Punft M nähert fich im 
zahlloſen Windungen dem Mittelpunfte C, ohne ihn je zu erreichen. 
Man fieht, daß die Spiralen ebenfalls zu den tranfcendenten Curven 
gehören. 
II. (Logarithmiſche Spirale) Sig. 28. Ihre Oleichung iſt 
va log. r, 


wo wieder r==CM und » der Winfel der r mit einer feften Geraden 
CA iſt. Gürr=CAsı iflvo, fo daß alfo diefe Schnedenlinie 
in unzähligen Windungen für wadhfende pofitive Winfel ACM fi) von 
‚ dem Mittelpunfte C entfernt, und eben fo für abnehmiende oder nega⸗ 
tive Winkel ACm fi diefem Punfte immer mehr nähert. 

III. (Hpperbolifche Spirale) Fig. 29. Ju ihr verhält fich der 
Radius Vector CM=r wie verkehrt der Winkel, welchen derfelbe mit 
einer feften Geraden CX bildet. Nennt man alfo » den Winkel KCM, 
fo hat man 

r.v=&ı 


Iſt MP ſenkrecht auf CX, fo hat man 
MP= CM sin.v = - sin. v. 


Für vo it ı, alſo auch MP==a, Iſt daher auch CAmma 
ſenkrecht auf CX ‚ und zieht man duch A eine mit CX parallelen 
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Gerade AB, fo ift AB bie Aſymptote ber Spirale. Fir negative 
Werthe von » gibt ed noch eine zweyte ähnliche Spirale, die gegen die 
andere Seite AB/ der Afymptote eben fo liegt, wie jene gegen AB. 
Beyde gehen in unzähligen, immer Eleineren Windungen um den Mite “ 
telpunkt C. | 

IV. (Parabolifde Spirale) Fig. 30. Ihre Gleichung if 

* tee, 

aR 
Auf einem Kreiſe APB, deflen Halbmeſſer gleich der Einheit iſt, 
nimmt man den Bogen AP oder den Winkel ACP gleich », wo dann 
der Theil PM des Halbmeſſers gleich r iſt. Fuͤr vo iſt au remo, 
and für vea360° if r==ı, oder die Eurve fchneide* für »=o die 
Peripherie des Kreifes, und geht für ⸗— 2* durch den Mittelpunkt 
derfelben. Für 8 * fchneider fie den Kreid noch einmal, und geht 
dann in immmer größeren Windungen um denfelben herum. Es gibt aber 
auch noch für negative Werthe von r einen zweyten Zweig Am diefer 
©pirale, die ganz außer dem Kreife liegt, und wo immer Pm=PM 
iR, weun m in der Verlängerung des Halbmeilers GP des Kreiſes 
liegt. 

Man bemerft, daß man jede Curve, deren Gleichung zwifchen 
rechtwinkligen Coordinaten x und y gegeben ift, in eine Spirale vers 
wandeln fann, wenn man fich die Abfeiifenare derfelben nach der Peri⸗ 
pherie eines Kreifed gefrümmt, und auf demfelben gleihfam aufge⸗ 
wunden vorftellt, fo daß die Ordinaten der Eurve ihre frühere fenfrechte 
Stelle gegen die Abſciſſenaxe, d.h. gegen die Peripherie dieſes Kreifes 
bepbehalten. Iſt der Halbmefler diefes Kreifes glei der Einheit, fo 
wird man nur in der gegebenen Gleichung der Curve zwifchen x und y die 
Abfciffe x in » und y in r verwandeln, um fofors die Polargleihung 
der entiprechenden Spirale zu erhalten. &o hat man für eine Gerade, 
die durch den Anfang der Eoordinaten geht, und deren Neigung gegen 


die Are der x gleich arc. tang. * iſt, die Gleichung zwiſchen recht⸗ 


winkligen Coordinaten x=2xy. Nimmt man damit die angezeigte 
Verwandlung vor, fo erhält man vemaxr die Polargleichung der Archis 
medifchen Spirale. Für die Logiftif war ($. 17) xemlog.y, wenn (in 
Big. sı) AQ=x und QM=y if; alfo iſt auch »==log.r die Glei⸗ 
chung der logarithmifchen Spirale. Eben fo ift die Gleichung der gleich: 
feitigen Shpperbelx.y=a, und daher die der hyperboliſchen Spirale 


“ 


⸗ 
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r.a. Die Gleigung der Parabel endlich ift, wenn man iheen 
Parameter gleich — — „ fegt ‚ x=aryt) und daher die Polargleicjung 
der paraboliſchen Gpisale vamaer? wie zuvor. 


$. 19. (Soniometrifche Formeln). Zum Schluffe diefer Ein- 
Teitung wollen wir noch die vorzüglichften Ausbrüde zur bequemen Über- 
fiht zufammen ftellen, welche die Verwandlungen ber trigonomettifchen 
Fupctionen und die Auflöfung der Dreyede betreffen, da wir una im 
der Folge öfter auf diefelben beziehen werden. 

1. Denn a und ß zwey willfürliche Winkel oder Bogen eines Kreis 
fes, deilen Halbmeffer die Einheit ift, bezeichnen, ſo hat man befanntlic, 


Vı—conta = 1 tang. & .24 


cosec. @ Vı-ktang2a ıptang.2te 





ı 1 I1—tang.? | 
cos.a = Yı-sin. am — m — — — ng ta 


sec. & Vı tr tang.: > tang.? a ı-Htang.? Sa 
sin. 1: .  gtang. a sin. 2« — | 
unt · ·⸗ 1 tan ze _ —_! 008. 2a 


CoHa cotang.e ı—tangtia 1J4c0s.20  sin.se. 
sin. vers. = ı — '008.a — 2 sin.!Za 


ad [ o 09 — 
cos, vers.a = 1 — sın.a = 3 sıin.® —— 


2 tang. & 
ı 4 tang.?a 
co. 2a = 1 — ssin!a = 2c0o a —ı = 


Il. sin.2« = 3 sin.a cos.a = 


ı —tang.?a 
ı tang.? 

3 tang. @ + 5“ 

tang. 3 mu — 

r—_ tang.! a 

ı + tang.?« 


sec. 3a = 


cosec.2a — + (tang. a -f cotang. a), 


W 1 — c08.a 2 ı + cos.a 
Ill. sin. -a = v— ‚ cos. !a — ve: 


, 1 — cosa sin. a 1 — cos.a 
sin. @ ı + cos.a ı + cos.« 
tang. a 


= = ng. 


sin.2a 4 cos. !a = Yı + sin. a 
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sin. za — cos. a = Yı —sin.a 
Yı +sin.a + Vı—sine 
Vı+sin.a — Yı—sin.a 


eos 5,0 __ x 
ı -+ 0085.23. —. G tang. a) 


cos. 2 æ 
1 — 008.34 
cos. 24 
ı + sin. 24 
cos. 20 
1 — sin. 24 
ı + sin.a == 2 sin.22(90 a) = 3 cos.22(90 — a) 
1 — sin.a = 2 cos. (00 -4) = 3 sin?!(go—a). - 
IV. sin. (a + ß) = sin.a cos. ß + cos. a sin. ß 
cos. (2. +) = cos.acos.ß + sin.asia.ß. 
tang.a + tang. ß 
ET 
sin. (a + ß) 
tang. a + tang. B = cos.a cos. ß 
sin.(ß + a) 


sin.a sin. 8 


cos.(a 7 ß) 


cotang.a + tang. ß — in.a.co.ß” 


V. sin. a + sin. ß = a sin. !(a + ß) cos. !(a — ß) 
sin.a — sin.ß = 2cos. !(s-4+-ß) sin, »(@a —ß) 
cos.ß + cos.a = 2c08..2(«-+ß) cos.2(a — ß) 
cos.ß — cos.a = 23 sin. !(a 4 ß) sin. 2 (a — 6). 

2 sin. a cos.ß = sin. (a 8) + sin. (a — ß) 

. 82 008 a sin. ß — sin. (« +ß) — sin. (a — ß) 
3 cos.a cos.ß = cos. (a — 6) + cos. (a + ß) 
2 sin.a sin.B = 008. (a —P) — cos. (a -+- 6). 
VI. sin. (a + 8) sin. («—Pß) = sin.?a — sin.? ß 
cos, (a + ß) cos.(«— 6) = cos.?a — sin.?ß 
sin. (n+ 2) a = 2 sin. (on + ı) a.cos.a — sin. na 
cos. (n + 2) a = 2 cos. (n-- ı) a.cos.a — Ccos.na, 


tang. a = 
=> (cotang.? & — 1) 


= tang (45° — a) 


= cotang. (45° — a) 


tang. (2 + 8) = 


cotang.a + cotang.ß = 


” 
0 . $. 20. 
" 2 
VI. arc. sin. x = arc.cos. V == arc.tang. V- = 


ı 
= Arc. sec == arc. Cosec. - 
' 1 — 12 x 





arc. sin, x — !arc.cos, (\—2x?) =} arc.sin. 8x Yı—ı 
== :arc. sin. vers. 3x" 


arc.cos, x = !arc.cos. (2xt—ı)=tarc.sio, ax Yı—ıt 
= tarc.sin, vers. 2(ı — x’) 
yo 2. F o 2x 
8 


‚tang.x == -arC, cos —— 
arc, tang -arc — 





⁊ 4x? 
== -arc. sin. vers. . 
| ix? 
ıty 
arc.tg.x + art. 18.7 == arc, tang,. mn 


+1y 


arc.sin.x + arc.sin.y = arc. sin. [xYı—y? + y Vı — x]. 


J VIII. sin. 90° = 1, sin. 45° = Y: 
sin. 15° = !VYa—yV3, sin.54° = 4(1ı+V5) 
sin. 18° = 4(V5—1), sin. 60° 33 | 
sin, 30° =}, sin. 79° — !Vıotay5 
sin. 30° — zYıo— 2y35, sin. 75° — ıVa+V3. 


$. 20. (Dorzüglichlte Ausdrücke der ſphãriſchen rigons- 


metrie). Nennt man A, B, C die Winkel eines fphärifchen Drey⸗ 
ecks, und a, B, y die ihnen in derfelben Ordnung gegenüberftehenden 
Seiten, fo hat man den befannten Ausdrud N 


cos. a — sin. ß sin. y cos. A + cos.ß cos.y, 


woraus durch bloße Analogie, oder durch eine einfache Drehung des 


.Dreyecks auch die beyden ähnlichen Formeln entftehen: 
cos.ß = cos.a cos.y + sin.a sin.y cos. B 
cos.y = c0s.a €0s.ß + sin.a sin. ß cos.C. 


Jede diefer drey Gleichungen enthält, wie befannt, die geſamm⸗ 
ten Ausdrüde der fphärifchen Trigonometrie. Durch eine einfadhe Um: 
wandlung derfelben erhält man fofort: 

| £0s.A = sin.B sin.C cos.a — cos.B cos, C 
cotang. A sin. C — cotang. a sin.ß — cos.ß cos.C 
eotang. a sin.y = cotang.A sin. B -+- cos.B cos.y und 

sin. A sin, ß = sin.B sin.a, 
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von welchen vier Gleichungen jede wieder, durch biefelbe Drefung bed 
Dreyecks, zwey andere analoge Ausdrüde gibt. 

Bon den vorhergehenden Formeln enthält jede, wie mon fieht, 
aus vier Größen, fo daß man alſo, wenn je drey der ſechs Größen 
A, B, C und a, ß, y eines fphärifchen Dreyecks gegeben find, mit 
Hülfe diefer Formeln die drey übrigen Größen finden kann, worin die 
gewöhnliche fogenannte Auflöfung der Dreyede beiteht. 

Durch eine zwecdmäßige Sombination der vorhergehenden Formeln 
kann man andere, zwifchen fünf Größen ableiten, deren Kenntniß 
öfter von Nupen ift. Solche Formeln find: 

sin.a c0s.C = sin, ß cos. y — cos.ß sin.y cos. A 

cos.A sin. y = sin.ß cos. a — sin.a cos. ß cos. C 

sin. A cos.ß = cos.B sin, C + sin.B tos.C cos. a 

sin. A cos.y = sin.B cos.C -+ cos.B sin. C cos. a, 


von welchen jede wieder zwey andere analoge involviet. 

Eben fo föunte man aus denfelben Ausdrüden noch andere, und 
ſelbſt folche ableiten, die alle ſechs Beſtimmungsſtücke eines Dreyecks 
enthalten, die wir aber hier, der Kürze wegen, übergeben. 


$. 21. (Auflöfung der fphärifchen Dreyecke). Diefe Auf: 
löfung beiteht, wie gefagt, in der Beflimmung von drey Beſtimmungs⸗ 
Rüden des fphärifchen Dreyecks, wenn die drey übrigen gegeben find. 
Vie bereitd erwähnt, kann man dazu durch die fünf erften Ausdrücke, 
ja fchon durch die erfte Gleichung des $.20 gelangen. Zum bequeme: 
ten Gebrauche aber hat man ihnen für die Rechnung angemeflene or: 
men gegeben, und fie in Tafeln zufammengeftellt. Man ficht leicht, 
daß dieſe Auflöfung der Dreyecke ſich im Allgemeinen auf ſechs Fälle 
zurückbringen läßt, die wir bier näher anzeigen wollen. 


A. Wenn drey Seiten a, ß, y gegeben find. 


Daun findet man die drey Winfel A, B, C durch folgende 
Ausdrüde: 


cos.a — c0s.8 cos, 
08. A ** — 


sin. 9 sin. y ’ | 
320 sin. *(a+ß—y) sin. (a -+y—B) 
sin.2:A — — — 
sin. 2(@-+ß+y) sin. :@+r1-eO 


cos. 2 — 
sin.8 sin. y 
mit den diefen drey Ausdrüden analogen Sormeln für B und C. 
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Auch Tann man dieſe Winfel mittel einer Hülfögröße x auf fol: 
gende Beife finden: 


wg ir u⸗g tang ee, 


wm. :37 

om. A mm coung. B ung. 2 +2), 

cos. B — eotang. = tang. !(y— 3). 
B. Benn drey Bintel A, B, C gegeben find. 
cos. A 4 cos.B cos. ©, 






e.— — 
————— 2640— 2, 
. sin. B sin. C 


rn 3 EHAHB- Cem: sa+c—B, 
” sin.B sin. C 
wung.!r = ung.!(B-FA) tag. G - A) tang.iC, 
cos. « = cotang.B cotang. !(C— x), 
cos.ß — cotang. A cotang. !(C-+-x). 
C. Benn «, B, C oder jwey Seiten mit dem einge 


ſchloſſenen Winkel gegeben find. 
colang. a sin. — ces. 8 cos ©, 


aung.A= at 
_ getang.B ia e — cosa con 2 
cotang. B — 


e⸗ eie. a sin. ß cos C + eco - cos. B. 
Den vorhergehenden Gleihungen fann man noch folgende hin ⸗ 
iufügen: 


" ung.x m 0. Ctang.e, 





— — 
u Zi — en ee 2, 
wgiä4B) = — eung.!C, 


ung.!(A—B) = — — 
uch hat mm 
siaysıaB—sadsnl, 
ain.ycosB == sin.a ces 3 — cos. = sin. 3 cos.C, 
ceny = cesacaa 3 + sa.c sin.dcon.C, 
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D. Wenn A, B,y oder gwey Biufel mit der ein 
gefhloffenen Seite gegeben find. 

__ cotang. A sin.B +4 cos. B cos. 2, 

eotang. a = ö— —— —/ 

— cotang.B sin. A + cos. A cos, y 

cotang. 3 — —, 


cos. C = sin. A sin.B cos.y — cos.A couB, 


welchen Gleichungen man noch folgende hinzufügen kann: 
cotang. A __ tang.y cos. a 
tang.x ca ony ’ tang.a = 

c08. A sin. Bon) 


sin. x 


cosC = 
Auch bat man 
sin.C sin.ß = sin.B sin.,, | 
sin.C cos.ß = cos. A sin.B cos.y + siu. A 00s.B, 
cos.C — sin. A sin.B ces.y — cos. A cos. B. | 


E, Wenn a, PB, A oder zwey Seiten und eines der 
ihnen gegenüber fiehenden Winkel gegeben if. 
| sin. A sin. ß 
Fine 


008.2 (a — 8 . n 
cos.2(a+B) cotang. 7 (A + B) ⸗ 


tang. :y = — tang. 1(a+ß). 


sin.B = 


C 


oje 


tang. 





s(A—B) 
Auch hat man | 
tang.x = — cos. (C — x) = — 8, 
un m m Aug, nr = 


F. Wenn A, B, a oder weg Winfel and eine der 
ihnen gegenüber ſtehenden Seiten gegeben iſt. 


sing = sin.a sin.B 


sinAa 


— 8) | 
fang. = - — 8.;(A fr )/ 


ung iy = ——— ang. lat P) 


Vetrows Uni. hoh. Matt 3 


E — 522 





Bi Un jet men 
atmgı = a as(C—ı)= em 
a. — 
mg y=asAtmg 3, cs(7—y) = — 


Bas le bemerfen, da die meter C, D, E F ange 
füheten UnSprate, weidhe Die halben Binfel un) Sxciten enthalten, und 
Dir meter der Bcncanung der Reperichen Zorm-in befennt find, nur 
befondere Säle der folgenden aIgrmeineren Anaräde enthalten : 

u :(A+B) wei7 — ca ;(e +) sm iC, 







sie 2(A-—-B) cos.27 = ces. !(z—:) coa!C, 
es.3(A—B) sin !y= sn +2) sn:C, 
wm :;(A—B)sn!y— 2) u:Cc 


$ 22. (Auflöfung der (phärilchen rechtwinkligen Drey- 
ecke.) Benz ciaer der Binfel des fphiriicden Dreyedes eim rechter 
ik, fo werben tie vorbergehenten Auszrüde einfacher. Da Diefer Zell 
öfter Exatı het, fo ſtelles wir tie bücher gehirenden Auttrüde cbenfalld 
idbellariſch ‚ufammen. Die hier folgenden Nnidrüfe fegen den Win 
Id A= 90° vormd. 
A. Benn A, 2, y gegeben if: 
mB= =, ugC- Fa coe.« = cas. 3 con.y. 
B Beun A, «a, B gegeben if: 
a.B= =#, c0s.C = mg. B cotang.a, cuy— 
C Benn A,B, B gegeben if: 





c.. 


cos. 3° 











u 
in« ap = 
D. Benn A, C, B gegeben ill: 

= 7, ung 7= sin dtang.C, cos B = cos.B sin.C. 
» Wenn A, B, «gegeben if: 


WBGW wng.y=tang.acos.B, tang.C ⸗ X —— 
. Benn A, B, C gegeben il: —* 
8 


= eng. Beoung.C, — = DC, 
sin. B 
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$. 23. (Auflöfung der ebenen Werneche) Die vorhergehen⸗ 
den Ausdrücke der fohärifchen Dreyede laſſen ſich ſofort auch auf ebene 
oder geradlinige Dreyecke anwenden, wenn man in jenen die Sinus 
und Tangenten der drey Seiten a, 8, y gleich dieſen Seiten, und die 
Coſinus derfelben gleich der Einheit ſetzt. Dadurch erhält man folgende - 
Zofel für die Auflöfung der ebenen Dreiede. 
A, Wenna,ß, y gegeben ift: 
lin AHB-NYeHtr-D 
447 
, 
487 
mit den analogen Ausdrücken für B und C. 
Eben fo hat man 
cos.A = 


cos?:A = 


Petry a 
aPy — 
B. Wenn “ B,y gegeben ift: 


—B cos. A B—ycos. A 





cotang.B = im go, cotang.C = nat 
a? = ßt 4 y! — aßycos.A, 
B— 7 
ta .. B—C = cot ‚<A, 
n8., ( ) By Crane: 
C. ®enn A, B,y gegeben if: 
sin. A sin. B 
Em AH, er Be, 
=(A—B} sin. -(A—B) 


a+B=r nm, as —$= 
sin. 5 C 
D. Wenn a, ß,'A gegeben ift: 
ein.B = Fein.A, C= 180° — (A+B), 


cos. -C 








| „- —F ann =, oder auch 
= +) = Bo. A + VERS, 
E, Wenn A, B, a gegeben ift: 
= Er C= 180? — (A+B), 
ya m = (+ 5 
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Bewerten wir mach, daß die vorhergehenden Ausdrüde für die 
ſphaͤriſchen Dreyede, wenn man bey der numerifchen Entwidelung ders 
felben auf ihre Zeichen gehörig achtet, im beynahe allen Faͤllen von 
ſelbſt anzeigen, in welchen der vier Muadsanten bie gefuchten Winkel 
oder Seiten ded Dreyeckes fallen, wozu folgende Kleine Zafel ſehr be 
quem iſt. a 

sin.( 90°+-x) = C08.X, 
sin. (180° +-x) = — sin,x, 

sin. (270° x) = — cos.x. 
cos.( g90°--ı) = — sin.x, 
cos.(180°4-x) = — cos.x, 
cos. (370°--x) = sin.x. 
tang.( 90°-4-x) = — cotang.x, 
tang. (1800 x) = tang.x, 
tang. (370°--z) = — coteng.x. 
cotang.( 90°-+-z) = — tang.z, 
cotang. (180°-+-x) = cotang.x, 
eotang. (270°-+-x) = — tang.x. 


Differentialrechnung. 


3 


T. 
Differential: der algebraifchen Zunftionen. 


$.24. (Differential und Differential- Coefficient.) Funt⸗ 
tion einer veränderliden Größe x nennt man jeden analytifchen Aus» 
drud‘, der aus diefer Größe x und andern unveränderlichen a, b, ... 


zuſammengeſetzt ift, wie z. B. ax oder tz, oder Va —-bx u.f.w., 


wo dann x die Stammgröße diefer Bunftion heißt. Wir wollen 


 felhe Funktionen von x überhaupt durch das Zeichen f(x) ausdrüden. 


Wenn in einer foldhen Funktion u == f(x) die Stammgröße x 
fi) ändert, und z. B. x--h wird, fo wird auch die Funktion f(x) 
fi) ändern oder in w = f(x-+-h) übergehen, und man wird die auf 
diefe Weiſe erfolgende Änderung der Zunftion erhalten, wenn man diefe 
beyden Werthe u‘ und u derfelben von einander abzieht. Eben fo wird 


alſo auch das Verhältniß der Änderung w—u der Funktion zu der 
_ Anderung h ihrer Stammgroͤße gleich ſeyn: 


u — u 
h 


Harman. B., um dieß fogleid durch einen befondern Fall zu 





oder auch LINZ, 


_ aläutern, die Funktion 


u — f(x) = ax! 
gegehen, und gebt x über in x-+-h, fo erhält man 
ft) Sa@th), 


oder wenn man entwidelt: 


wW=a(r?-+-shxr + hr); 
ae auch, wenn man von dieſem Ausdrude den früheren Werth derſel⸗ 
ka oder u ax abjieht, und durch h dividirt: 


"tms tah 
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Dieſes Verhaͤltniß der beyden Anderungen, der Bunftion 


und ihrer Stammgröße, beftht, wie man fieht, aus zwey Theilen 
aax und ah, von welchen allein der legte von der Größe der Andes 
sung h der Stammgröße x noch abhängig, der erſte aber, oder 24x, 
davon ganz unabhängig iſt. 

de kleiner nun h wird, deſto mehr nähert ſich das Verhaͤltniß 


aax, als einer Graͤnze, die es erſt dann er⸗ 


reicht, wenn h Bleiner wird als jede andere noch angebliche Größe, in 
welchem Zuflande dann h eine unendlich PFleine Größe genannt 
wird, Wlan bezeichnet diefe unendlich kleine Veränderung h der Stamm 
oröße x dur) dx, und die durch fie erzeugte, im Allgemeinen ebens 
falls unendlich Meine Anderung w— u hrer Funktion durch du, ſo 
daß man daher hat 








du 
I: = az, | 
Dan nenut aber dx und du das Differential der Stammes 
. .„ 4 
größe x und ihrer Zunftion u, fo wie man das Verhältniß * den 


Differential⸗Coefficienten der Funktion zu nennen pflegt, 
fo daß daher der Differential⸗Coefficient einer Funktion die 
Graͤnze it von dem Werhältniffe der Änderung der Zunftion gu der Än⸗ 
derung ihrer Stammgreöße, welcher Graͤuze ſich naͤmlich dieſes Ver⸗ 
haͤltniß immer mehr nähert, je kleiner die Anderung dx der Otamm⸗ 
größe wird, biß e& endlich, für ein unendJich Pleines dx, diefe Öränze 
felbft erreicht. 
Ganz eben fo hat man in einem swenten Beyſpiele 
| uz=m=ar’, 
wenn x wieder in x I h übergeht, 


u’ = a(x-+-h)’, und daher 
— — a(3x 3hx + b?); 


und auch hier iſt bloß das erſte Glied Fax! des Verhältniſſes 


von der Groͤße h unabhängig, und daher dieſes Glied wieder die Deka, 
welcher ſich jened Verhaͤltniß immer mehr nähert, je kleiner angenem- 
men wird, fo daß alfo dieſes Grängverhältniß, wenn h gleich dx oder 
unendlich Flein'wird, durch 
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auögedrüdt wird, u. f. f. in allen anderen Faͤllen. 

Man fieht daraus, daß, wenn auch die beyden Änderungen du 
und dx der Funktion und ihrer Stammgröße, jede fürfich, unendlidy 
klein find, daß Doch das Verhältniß derfelben oder daß der Differential: 
Coefficient * demungeachtet eine endliche Groͤße ſeyn kann. 
Der Gegenſtand der Differentialrechnung iſt es nun, dieſen Dif⸗ 
ferential⸗Coefficienten oder dieſes Graͤnzverhaͤltniß der Anderung der 
Bunfrion und ihrer Stammgröße für alle gegebenen Zunftionen zu bes 
ſtimmen. Che wir aber diefe Beſtimmungen vornehmen, wird ed an⸗ 


gemeffen feyn, einige Bemerfungen über diefed Gefchäft vorausgehen 
zu laſſen. 


$. 25. (Einfachere Darttellung und Erweiterung des 

Dorhergehenden.) Das in unferem vorhergehenden erfien Beyſpiele 

erhaltene Graͤnzverhaͤltniß == aax läßt ſich auch in Geſtalt einer | 

gewöhnlihen Gleichung auf folgende Weife ausdrüden: 
du = 23axdı, 

in welcher a und x endlihe, du und dx aber unendlich Meine Grö⸗ | 


Ben bezeichnen. Um aber zu diefer Gleichung zu gelangen, fann man 
annehmen, daß fie aus der analogen früher erhaltenen Gleichung 


du = (2aax--adı)dr | 
dadurch entflanden ift, daß man in ihr die unendlich Feine Größe adx 


. seagn die endlihe aax weggelaffen hat. 


San; eben fo hatten wir in unferem zweyten Beyfpiele aus dem 
gegebenen Ausdrude u ax? für die Differenz u’ —u oder du ers 
halten: 

du = a(322 +-3xdx > dx?)dx, 
welchen Ausdrud man auch fo darftellen kann: 
du = [3ar? -a(3x +dx)dx]dzx. 

Laßt man hier wieder die unendlich Fleine Größe dx gegen die 

endliche 3x weg, fo ift 
du = [3axt + 3axdx]dx oder 
du = 3ax(x-+ dx)dx, 
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und wenn endlich auch hier x 4 dx gleich x gefegt wird, fo erhält man 


du = 3axtdx oder we dsı, wie zuvor. . 


Dan koͤmmt alfo zu demfelben Zwede, wenn man, wie in dem 
Vorhergehenden, dad Graͤuzverhaͤltniß der Änderung einer Zunftion zur 
Änderung ihrer Stammgroͤße, oder wenn man, wie hier, die Verän- 
derung du einer Funktion fucht, die aus einer. Anderung dx ihrer 
Stammgröße entfpringt, vorausgefept, daß man, bey dem zweyten 
Verfahren, diefe Änderung dx fo Fein annimmt, daß fie gegen jede 
andere endliche und noch angebbare Größe ale verſchwindend zu betrach⸗ 
ten iſt. 

Beyde Verfahren fuͤhren zu demfelben Refultate, aber das legte ift 
offenbar einfacher und zur Anwendung bequemer, obfchon es übrigens nur 
als ein wegen diefer Einfachheit eingeführter, abgefürzter Ausdruck des er- 
ften, oder als ein bequemes Mittel zu demfelben Zwede zu betrachten ifl. 
Demnach befteht, diefer zweyten Darftellungsweife zu Folge, das Princip 
der Differentialrechnung darin: »daß man zwey endliche Größen. welche 
»unter fi) nur durch eine unendlich Feine Größe verfchieden find, als 
»völlig gleiche Größen betrachtet,« weil man naͤmlich nady der vorher: 
gehenden Erflärung des Wortes » unendlich Flein« zwifchen jenen zwey 
Größen feine weitere noch angebliche Ungleichheit auffinden kann. 


I. Wenn man aber diefen Begriff der unendlich kleinen Größen 
einmal eingeführt hat, fo folgt unmittelbar daraus, daß die Verhält: 
niſſe diefer fo wie der endlichen Größen unter einander fehr verfchieden, 
und felbft wieder unendlich Fein feyn fönnen. Iſt z. B. dx eine un: 
endlich Fleine Größe, fo ift das Verhältniß ded Quadrates derfelben 


dr 
- zu ihr ſelbſt gleich S =, alfo glei dx, oder dieſes Verhaͤltniß iſt “bit 


unendlich klein, fo Das man daher, nad) demfelben oben aufgeftellten 
Principe, die Größe dx? gegen dx weglajlen, oder daß man die bey: 
den Ausdrüde dx + Ux? und dx als nicht mehr unter fidy verfchies 
den, fondern als vollfommen identifch betrachten muß, wie dieß auch 
fhon oben bey unferm zweyten Beyſpiele gefhehen ift, wo man die 
Größe I3xdx dx? gleih Ixdx angenommen hat. In der That 
iſt acch dx-+-dxt=dı(ı + dx), und da, nad) dem erwähnten 
Prineipe, ı +dAx gleih a ill, fo muß auch dx dx! gleich dx 
ſeyn. 

Man pflegt aber ſolche Größen, wie dx®, un endlich Fleine 
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Größen der zweyten Ordnung zu nennen, und biefe über 
haupt durch d*x anzudeuten, fo daß alfo Ausdrüde der Form d’u, 
dz?, dx. dyu.f. als unendlich Fleine Größen der zweyten Ordnung 
anzufehen find, weil ihe Verbältniß zu den unendlich Meinen Größen 
du, dx, dy, . . . der. erften Ordnung: felbft wieder unendlich Fein 
if. Ganz eben fo wird man alfo auch unendlich Meine Größen der drit⸗ 
ten Ordnung erhalten, und diefe allgemein Durch d’u andeuten, wo 
d’u in Beziehung anf feine Ordnung gleichbedeutend ift mit dx! oder 
dx. dy, oder dx.dy.dzuf. w. 

II. Übrigens wird man auf diefen Begriff der unendlich Kleinen 
Größen durch die und von allen Seiten umgebenden Erfcheinungen der 
Natur gleihfam von felbft geführt, und man fann fie daher nicht, wie 
Manche glaubten, als bloße Einbildungen betrachten, die ſich die Geo» 
meter zu ihren Unterfuchungen ausgedacht haben. So waͤchſt die Zeit 
durch die Aufeinanderfolge von Momenten, deren Intervalle Heiner find, 
ald jede andere angebliche, wenn audy noch fo Fleine Zeit. So waͤchſt die 
von einem bewegten Körper befchriebene gerade oder frumme Linie auf eine 
Weiſe, daß der zwifchen je zwey nächften Punkten diefer Linie enthaltene 
Zwifchenraum Feiner ift, als jede andere noch angebbare Linie, u. f. f. 

Aus diefem Oruude wird man auch jene frummen Linien in der 
Geometrie, unferm aufgeftellten Principe gemäß, ald Polygone von 
uneudlich vielen unendlichkleinen Seiten betrachten fönnen, und bie 
anf diefe Betrachtung gegründeten Refultate werden mit denjenigen 
ald identisch zufammenfallen, die unmittelbar aus dem Begriffe der 
fletigen Aufeinanderfolge der Punkte hervorgehen, die ein in Bewegung 
begriffener, und dadurch diefe krumme Linie befchreibender Körper nad 
und nach einnimmt. Ein in einem Kreife eingefchriebenes oder ihm um: 
ſchriebenes Polygon wird diefem Kreife deito näher kommen, je Meiner 
die Seiten diefed Polygons find, und beyde, Kreis und Polygon, wer: 
den als ganz identifche Größen zufammenfallen, oder der Unterfchied 
zwiſchen beyden wird nicht weiter angegeben werden fönnen, wenn ein: 
mal diefe Seiten des Polygons felbft Fleiner als jede noch angebliche 
gerade Linie, d. h. wenn diefe Seiten unendlich Flein feyn werden, wo 
dann fofort auch jede diefer Seiten des Polygons mit dem zu ihr gehö— 
renden Bogen der krummen Linie, oder wo die Sehne jeded Bogens 
von ihrem Bogen felbft nicht weiter zu unterfcheiden, und daher beyde 
von gleicher Groͤße ſeyn werden. 

IH. Die Geometrie, die und auf dieſe Weiſe gleichſam von ſelbſt 
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auf die Betrachtung der unendlich kleinen Größen führt, leitet und auch 


noch auf deu Unterfchied, der zwifchen diefen unendlich Fleinen Größen - 


in Beziehung auf die oben erwähnten DOrdnungen.berfelben Stait hat. — 
Nach einer befannten Eigenfchaft des Kreifes verhält fi der Sinus: 
verfus eines Bogens des Kreifes zu der Sehne diefed Bogens, wie ſich 
dieſe Schne zu dem Durchmeſſer des Kreifes verhält. Nennt man alfo 


d den Durchmefler des Kreifes, und s die Sehne, fo wie x ben Si- 


nusverfus eines Bogens desfelben,, fo hat man 
x 5 | N _ 2 
„= 7 oder x = 

Iſt daher der Bogen und alfo auch feine Sehne s eine unendlich 
Meine Größe der erften Ordnung, fo ift, wie die legte Gleichung zeigt, 
der Sinusverſus diefed Bogend eine unendlidy Fleine Größe der zweyten 
Drdnung. Eben fo ift der Slächeninhalt einer in allen ihren Dirtens 
fionen unendlich Pleinen Oberfläche immer wenigitend eine unendlich 
Pleine Größe der zwepten Ordnung, weil er Feiner ift ald das Quadrat 
der längften geraden Linie, die man von einem Punkte des Umfanges 
diefer Oberfläche zu einem andern ziehen fann. Und eben fo ift endlich 
das Bolum eines in allen feinen Dimenfionen unendlich, Fleinen Körpers 
wenigftens eine unendlich Fleine Größe der dritten Ordnung, weil dies 
ſes Volum des Körpers Meiner if als der Würfel der längften geraden 
Linie, die man von einem Punkte des Umfanges ded Körpers zu einem 
“andern ziehen Bann. 

Died wird genügen, dem Lefer von der Befchaffenheit unferes 
Gegenftandes und der nun folgenden Art feiner Behandlung Rechen: 
[haft zu geben. — Gehen wir nun zu unſerem oben angeführten Zwecke 
die verfchiedenen Sunftionen durch, und betrachten wir unter ihnen gu: 
erft die algebraifchen Funktionen, d. 5. diejenigen Ausdrüde, 
welche Feine‘ fogenannten tranfeendenten Brößen, wie a", log.x, 
arc. sin.x u. dgl, enthalten. 


$. 26. (Differential der einfachlten algebraitchen Funk- 
tionen.) Sey zuerft die Funktion 
u=f(ı)=A — Bx 
gegeben, wo A und B conftante Größen bezeichnen. Dieß vorausge- 
fest , bat man nach dem Vorhergehenden 
du =f(x+ ds) — ſx oder 
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da = [A—Bix-+dx)] — [A— Bs], 


das beißt, man hat 
. du — — Bdx, 


und dieß iſt das geſuchte Differential der Funktion A— Bx, alſo iſt 
auch der Differential⸗Coefficient dieſer Funktion | 


Iſt eben fo die Funktion J 
u — A—ù Bx + 02* — Dr 
gegeben, ſo findet man auf dieſelbe Weiſe 
u„-dum=A— B(x-+-dr) +C(x + ds)? — D(x + dx), 
und wenn man davon den vorigen Ausdruck abzieht: 
du=—Bdx-+ Edxıßax-+dı) . 
— Ddx[3x? + Ixdz(ı + de)]. 
Da aber nach dem Geiſte der Differentialrechnung die Größen 
ax +dxı, 3x + 3xdx und ı + dx 
in derfelben Ordnung gleich 
ax, 3x und ı Ä J 
ſind, fo hat man ſofort für das geſuchte Diffenential 
du — — Bdx + 2Czds — 3Dx?dx, 
er für den gefuchten Differential » Sorificienten 


= — B 420x — 3Dxt. 


6.27. (Differential eines Produktes.) Sey u das Produkt 
von zwey veränderlichen Größen x und y, ober fey die Funktion 
u — x7 


gegeben, ſo hat man 
u du = (x+dx)(y+dy) oder 
u-damxy + xsdy +ydx + dxıdy, 
"er wenn man von diefem Ausdrude deu erflen u mı xy abzieht, und 
den Reit durch dx dividirt: 


du _ zdy 
dı 3 +rtdr 





u ⸗ 
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Da aber der Differential» Coefficient a nach dem in $. 25 Ge⸗ 


fagten eine endliche Größe iſt, fo ift auch 2 und y eine endlide, 
Ay aber eine unendlich Meine Größe, und daher zdy „tr +dy 


gleich ur v daß man daher hat 
a 2 
Fr =7Z = +Yy 


oder wenn man alle Qlieder u Ansdrudes durch dx multiplieiet: 
d.(y) =xdy + ydr. 

Das Differential eines Produktes von zwey veränderlichen Bactor 
ren iſt daher gleich der Summe der Produkte eines jeden diefer Facto ⸗ 
ren in das Differential des anderen. 

Wäre eben fo das Produft u = xyz von drey Factoren ge 
geben, fo fege man der Kürze wegen xy =t, wodurd man erhält 
u=tz, alfo aud, nad dem Vorhergehenden, 

du=tdz + zdı 

Aber da der Ausdruck t — xy nad dem Vorhergehenden gibt 
dt=xdy + ydx, fo erhält man, wenn man diefen Werth von dt 
in dem vorhergehenden Ausdrude von du fubftituirt : 

d.xyz = syds + xzdy + yedx. 
Eben fo würde man, wenn x, x, x, xl, ... verſchiedene 
‚veränderliche Größen find, und das Produkt 
um=xrılıl,... 
l derfelben finden 
uxin dx! 4 xuuxin dat‘ 
+ xx dx, u. ſ. w. 
ned Produftes mehrerer Factoren gleich 
differentials eines jeden diefer Factoren 


ferential = Coefficienten des Tepten Aus: 





6. 28. (Differential eines Quotienten.) Sey der Ausdrud 


um 


“im 


gegeben.- Dan fuche dad Differential von u, 
Da diefer Ausdrud auch fo dargeftellt werden fann: 
xauy, 
fo bat man fofort (nach $. 27) 


dx = udy + ydu. oder 


oder endlih, wenn man in dem legten Ausdrude den Werth von 
u—_ - ſubſtituirt: 


Das Differential eines Bruches iſt daher gleich dem Produkte des 
Nenners in das Differential des Zaͤhlers, weniger dem Produkte des 
Zaͤhlers in das Differential des Nenners, dieſe Differenz dividirt durch 
dad Quadrat des Nenners. 


6.20. (Differential einer Potenz.) Wir ‚Haben oben, gu Ende 
des |. 27, den Ausdrud en: 


d.ır'ı". dx dr“ 

— =T7tTttr: 
Setzt man aber alle Die Größen x, u, x/,/u.. unter fi 
gleich, und nennt n die Anzapl derfelben, fo geht der vorhergehende 
Ausdrud in den folgenden einfacheren über: 





d.yza dx 
= Rn o —— 
xn x 


woraus fofort folge 
ext m nıendz, 


und in diefem Ausdrucke bezeichnet offenbar die Größe n eine ganze und 
pofitive Zahl. 
I. Syu=x um . ein pofitiver Bruch. 
Da der gegebene Ausdrud auch fo dargeſtellt werden fann: 
» z 
ur == x®, 1 — x A 
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ſo Hat man nach dem Vorhergeheuden, da a und b wieder ganje po- 
fitive Zahlen bezeichnen: 

bub-ıdu = ax’-ıdx oder 


a.22—ıdz 
dm 
a & 


Subſtituirt man Hier ſtatt ud feinen Werth (Ay —x >, 
fo erhält man: 


du=.x 


Iſt daher - —n, ſo iſt auch 
du = nı-!dx, 
wie zuvor, obſchon n ein pofitiver Bruch ifl. 

Da ferner die irrationalen Zahlen ald die Graͤnzen ihrer ra 
tionalen Näherungswerthe betrachtet werden, fo kann in dem legten 
Auddrude von du die Größe n felbit eine pofitive irrationale Zahl be> 
geichnen. 

II. Hat endlich diefe Größe n einen an ſich pofitiven Werth 
(iſt z. B. n==a?), und ift der Ausdruck gegeben 
u — x, 
efauduxwrmı Setzt man y=x', ſo iſt uy — ı, und die 
ſes Produkt gibt (nach $. 27) 
udy-- ydu=o. 
Allein der Ausdrud y — x", won eine pofitive, ganze oder ge: 
brochene Zahl ift, gibt nach dem unmittelbar Vorhergehenden 
dy = nır-:dx. 
Subſtituirt man diefen Werth von dy in der obigen Gleichung, 
fo erhält man 
du = — nı7"2-:dz, 
wie zuvor, obſchon n eine an ſich negative Zahl ift. 

Dad Differential einer Potenz; x”, wo m eine ganze oder gebro» 
chene, pofitive oder negative Zahl ift, wird daher immer gleich feyu 
dem Produfte des Erponenten in die um die Einheit nächft niedere Po⸗ 
tenz, und in das Diffezential der Wurzel diefer Potenz 


$. 30. (Differential der zufammengefetzten Funktionen.) 
Ale übrigen algebraifchen Funktionen find aus den vorhergehenden 
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(6.26 — 29) zuſammengeſetzt, und laſſen ſich daher auch nach den be⸗ 
reits gegebenen Vorſchriften differentiiren. 

Sey z. B. die Funktion 


au=(a + bx»)® 
gegeben, fo. bat man für das Differential derfelben 
du=n (a-+ bx)"-'.d (a+ bx”), oder da 
d(a--bı=) = mbır-ıdx iſt, 

du= mnb (a + bx”r)-'.xm-ıdz. 

Denfelben Ausdruck würde man einfacher erhalten, wenn man 
y=a-+ bw», und daher u= y° fept. 

Denn dann iſt | 


d u u—t d u m) 
dy =Nny und ix = mbx ’ 
und daher, wenn man den Werth von dy aus der zweyten diefer Glei⸗ 
Hungen in der erſten ſubſtituirt \ 
du 


ı, = mnb(a-+- bxr)s-:.xe-:, wie zuvor. 


I. In diefem Beyfpiele wird alfo u als eine Funktion von y, und 
y ald eine Zunftion von x betrachter, und der Differentials Coefficient 
von u in Beziehung auf x gefucht, wo’x als die unabhängige Groͤße 
gedacht wird, von welcher y unmittelbar und u mittelbar, nämlich Durch 
Vermittlung der Größe y, abhängt. 
1. Hat man, um dieß allgemein darzuftellen, drey Größen u, 
y und x, deren die erfte eine Sunftion der zweyten, und die zweyte eine 
$unftion der dritten ift, und beitehen zwifchen diefen drey Größen die 
folgenden zwey Gleichungen 
u=f(y)) ww 7y 5 (x), 
wo die Zeichen f und 5 im Allgemeinen Funktionen andeuten, fo kann 
man auch das Differential von u in Beziehung auf x finden, ohne erft die 
Mittelgröße y aus diefen zwey Gleichungen zu eliminiren. Denn wenn 
diefe drey Größen durch irgend eing Andeutung der unabhängigen Größe 
x in einen neuen Zuftand übergeben, wo fie, in der angeführten Ord⸗ 
nung durch u’, y und x‘ bezeichnet werden follen, oder wo fie die An⸗ 
derungen v — u, „— yundx’— x erlitten haben, fo hat man 
u’ — u = (— —). (2 2), 
x — x y—-y x — x 


Littrow’s Anl. » pop. Math. 4 
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alfo auch, wenn man von biefen Verhaͤltniſſen die Graͤnzen nimmt 


du _ fdu dy 
==) @ 
und in diefem Ausdrucke ift das erfte du die vollitändige gefuchte Ande- 
rung: von u, die aus einer gegebenen Änderung der unabhängigen 
Größe x entfpringt; während das zwepte dw nur diejenige Änderung 


von u ift, die aus einer Änderung von y entfpringt, welche lette felbft 
wieder von der Änderung der unabhängigen Größe x abhängt, fo daß 


- du . . dy . 
alfo der Ausdrud (z) unbeſtimmt bleibt, fo Tange (2) nit bee 
ftimmt ift. In unfern Beyſpiele iſt | 


d dy 
(5) == ny"-' und (&) = mbx"-", 


und beyder Größen Produkt iſt 
mnbyr-'.x"-: oder mnb (a bx" )"-:,x=-,; 


.„d . 

das heißt, ift gleich 77’ wie zuvor. 

Hätte man, um diefen allgemeinen Ausdrud noch auf ein zweytes 
Beyſpiel anzuwenden, Die zwey Gleichungen 

u y 45* und ) yꝛ en 

und ſucht man das Differential von u in Beziehung auf x, fo Bat man, 
ehne erft zur Elimination von y aus dieſen zwey Gleichungen zu gehen, 
du j (Z ) — 
tr nen 


alfo ift auch ſofort 


; (bye. 


ll. Beyſpiele. Durch Anwerfdung des angezeigten Verfahrens 
findet man: ı 
d.Vaax — tt = eyes — , 
2ux — 22 
— nn . 
avızı.Yıyrı= —_U/,— 
4Va+ x 
d.{fa+x) Vı—ı = @-änir, 
aV 
a.? * — 2041 


a — 1x 5 
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a va ı — —a2dı 


x Ve — 
3 at ıbı  — e:dı 


ıya-+-br zu ı2(a + bar 


LAN SID UL IHR 


II. 
Differential der tranſcendenten Funktionen. 





$. 31. (Differential der Cogarithmen). Bezeichnen wir. den 

Differential : Eoefficienten des Logarithmus von x, da uns derfelbe noch 

unbefannt ift, vorläufig durch die Zunftion 9 (x), fo daß man alfo hat 
d.log.x=p(x). dx, 


Da in diefem Ausdrude die Größe x ganz willfürlich ift, fo fann 
man für fie auch jede andere Groͤße, z. B. x" fegen, wo n wieder eine 
willtüeliche conftante Größe bezeichnet, fo daß man daher auch haben 
wird | 

de. log. x —=p(x).d.x. 

Allein nach dem Vorhergehenden iſt d.x® = nx"-ıdx, und nad) 
einer befannten Eigenfchaft der Logarithmen hat man log. x—n log. x; 
alſo iſt auch 

nde. log. x =9(w). nxe- dx. 

Subſtituirt man in dieſer Gleichung ſtatt d.log.x den vorherge⸗ 
henden Ausdruck H (5) dx, und dividirt dann zu beyden Seiten des 
Gleichheitszeichens durch ndx, fo erhaͤlt man 

x.9l(x) = x".9(x°) 

Da nun x®, wegen dem ganz willfürlihen Erponenten n, jede 
Größe vorftellen-fann, fo zeigt die legte Sleihung, daß der Ausdrud 
2.9 (x) Peine Anderung erleidet, wenn man auch in ihm flatt der 
Größe x irgend eine andere Größe x”. fubftituirt, und daß daher diefes 
Produft x.9 (5) von x felbft yöllig unabhängig, d. h. daß es irgend 
ine conflante Größe feyn muß. Bezeichnen wir diefe conflante 

4* 
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Größe dur m, fo iſt x. (x)=m, und da d.log.x==p(x) dx war, 
fo hat man für dad gefuchte Differential des Logarithmus 
dx 


d.lgx=m.—. 


Wir werden bald Gelegenheit haben, diefe conſtante Größe m 
näher zu beflimmen. Am einfachſten und natürlichften wird es offen« 
bar ſeyn, fie gleich der Einheit anzunehmen. In der That nennt man 
auch, wie wir fpäter fehen werden, diejenigen Logarithmen, für welche 
diefe Conftante m gleich der Einheit ift, die natürlichen Logarithmen. 
Wir wollen fie dieſem gemäß durch log. nat. bezeichnen, fo daß man 
für diefe Logarithmen bat 


dx 
d. log. nat, x — 


während wir jede andere Gattung von Logarithmen, zum Unterfchiede 
mit jenen, gemeine Logarithmen nennen, und durch log. com, anzei⸗ 
gen wollen, fo daß man für diefelben, wie zuvor, baben wird 

d. log. com. x =m SZ, | 
wo die Conftante m von der Einheit verſchieden, übrigens unferer Will⸗ 
für überlaffen ift. 


$. 33. (Wifferential der Eyponentialgröfzen). Es fey der 
Ausdrud 
ya 
gegeben, wo a eine conflante, und x fo wie y eine veränderliche Größe 
bezeichnet. Nimmt man von diefem Auddrude die natürlichen Logarith⸗ 
men, fo hat man oo 
log. nat, y ex x . log. nat. a; 


und wenn man davon, nad $.92, dad Differential nimmt, fo ift 


2* = dx. log. nat. a, oder 


* = dx. log. nat. a, oder endlich 


d.ar = a"dx „ log. nat. a. 
1. Wäre die hier willfürlich gewählte Conftante a diejenige, hier 
übrigens noch unbefannte Zahl, deren log. nat. gleich der Einheit if, 


welche in der Folge noch oft vorfommende Zahl wir immer durch e an- 
geigen wollen, fo würde man haben 
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log. nt.e=ı md 
d. ee: = e:dz, 
II. Sey noch der Ausdrud 
u= xꝰ 
gegeben, wo x fowohl als auch ber Erponent y veränderlich ift. Nimmt 
man von ihm die natürlichen Logarithmen, fo ift 
log. nat.u = y .. log. nat. x, 
und davon ift das Differential (nach $. 28 und 32) 


du dx 
— *97 elog.nat.x-+- ry. *, 


oder ed iſt 
d. my "dx + x’dy. log. nat. x; 
fo daß daher das Differential dieſes Ausdrucks x” gleichſam aus den 


beyden d.a’ und d.x= des $. 30 und 3a zufammengefegt erfcheint, 
wenn y=n gefeht wird. 


6.33. (Differential der trigonometrifchen Funktionen). 
Um das Differential von sin.x zu finden, hat man (Einl. . 19 IV.) 
d.sin.x = sin. (x dx) — sin. x 
= sin. x cos. dx + cos. x sin. dx — sin. x. 


Allein es ift (Einl. 6.19 IL.) für jeden Werth von dx 


..„dx 
cos.dxs = ı — 2 sin.’ —, 


und daher, wenn dx unendlich Klein ift, cos.dx=ı. Berner ill, im 
erſten Quadtanten des Kreifed, der Bogen deöfelben immer größer ald 
fein Sinus, und Pleiner ald feine Tangente, oder e& ift 
tang. dx > dx > sin. dx; 
alſo auch, wenn man durch sin.dx dividirt: 
tang. dx dx sin. dx 








sin. de sin. dx > sin. dx 
Da aber MEÄr _ _! _, fo iſt die Einheit die Graͤnze, 


sin.dx cos.dx 


tang. dx . or. 
in dy. {immer mehr nähert, je Fleiner 


gleich der Einheit ift, fo nähert ſich auch 


welcher fih das Verhaͤltniß 





sin. dx 
sin. d x 


dx if. Da aber auch 
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das Verhältniß - — 


daß man daher für einen unendlich Fleinen Bogen dx bat: 
cs.ds=ı un sin.dx = dx. 
Subſtituirt man diefe Werthe in dem vorhergehenden Ausdrud 
von d .sin.x, fo erhält man: 
d.sin.x = dx 'co. x. 


IL. &egt man in der legten Gleichung go —x flatt x, fo erhält 
man: 


= der Einheit defto mehr, je Feiner dx iſt, fo 


d. sin. (go — x) = — dx cos. (go — x) oder 
d.co.x = — dxsinz. 


II. Eben fo erhält man 





sin. x cos.x.dsin.x — sin.z.dcos.x, 
d.tang.x=d,. —— — — — — — — 3 
cos, x cos.? x 


alfo auch, wenn man hierin d.sin.x und d.cos.x aus dem Vorher. 
gehenden fubftituirt : 
d.tangxı = — 
cos.⁊ x 

und eben ſo erhaͤlt man auch 


d. cotang. x = — -— 


d x. sin. x 
d . sec. x == — 7 


d. coee.xı = — —— 
sin.?2x ' 


d. sin. vers. x — dx. sin. x und 
d . cos.vers. x = — dx. cos. x. 


$. 35. (Differential der Kreisbogen). Um das Differential 
des Kreisbogens, zu welchem die Größe x ald Sinus gehört, oder um 
d.arc.sin.x gu finden, ſey y=arc.sin.x; alſo auch x—sin.y. Diffe 
rirt man den lepten Ausdrud nad) 6.33, fo erfält man 
de=dy.cosymdy.Yı-saty=dy.Yı—ıt, 
alſo iſt auch 


dı 
d. ar. sin.x — . 


ıi—_ «x 
I. San; eben fo erhält man auch 


x 
d.ear.co.x = — — 
1 — 12 
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d . arc. tang. x == ds 
⸗ & = : re’ 
d. arc, cotang. x — di 
. ı + x° 
dx 
d.. arc. sec.x = =) I 
" ıYm —_ 1 
® 1 dx 
d. arc.sin.ver.x = ——— uf. m. 
21 — 12 


$. 35. (Iufammenttellung des Vorhergehenden). Wenn 
man die biöher von $.27 an erhaltenen Ausdrüde zur bequemeren Über- 
fiht zufammenftellt, fo hat man 
d.xy=xdy-+yds, 
ydx — x dy 
4.,-17, 
d. x == nı"-!dz, 
dx 
d. log. nat. x = und 


ds 
. log.com.x = m... 
x 


d 

d.a’= ardx.. log. uat.a und 

d . eo! — erd x, 

d. "dx + x’dy.. log. nat. x. 
d. sin. x == dx cos.x, 

d 

d 


. cos. x —Äüx sin,x, 


. tang. x = Costa 
dx 

— / 
sin.⁊ x 
dx 
— —⸗ 
Vĩ — x: 
dx 


w— xt 








d. eotung. x — 
d. arc. sin. x = 
d.re.ca.x—— 
a dx 

. Barc, tang. x = rw’ 


a dx 








dx 
d. arc. sec. x — 
ıYı: — 2 
. dx 
d . arc.sin.vers.x — 








3x — 12 


6. 36. (Begfpiele zu dem Üsrhergehenden.) Bir wollen nun 
die Vorſchriften der vorhergehenden Nummer auf folgende Beyfpiele aus 
wenden, in weldyen das Zeichen log. der Kürze wegen flatt log. nat. 
geſetzt wurde, und wo e die in |. 32 1. erwähnte Zahl bezeichnet, Deren 
natürlicher Logarithmus gleich der Einheit if. 


x 
= log. ——— 
“ °e Va +x2 
gegeben. 
. 





. dy 
= 72 > Zar fo if de... 


Differentüirt man aber den Ausdrud von y.pad) $.28, fo hat man 


dy= (+22) — ı2(a2+x) = — aꝛ d x 





dx 
a? + x? (a? + 22,5 ’ 
und daher 
da a’dx 
Sey eben fo 
" Vıtı + Yı— x 
u = log ————— — 
Vırtr — Yı-ı 
gegeben. - 
Sept man 
y=Yı +x + Vı—x und 
2 = Yı x — Yı —x 
fo erhält man * 
u lo. —= log. y — log. æ, alſo auch 
watt. 
Allein es iſt 


dx dı 
sVı +x aYı — ı 


ya ν ⏑ 


dy= 





und eben fo hat man auch 
dze — ydz 
j ayYı — x? 
fo daß daher ift Ä 
ar _de_ _ehmd 
| 7 2 ayzYı— x 7 
Da man aber hat v 
* 4 22 2 4 mw y=3x, # 


ſo findet man endlich ’ 
x 


du= — — —. 
xyı— ı2 


Auf diefe oder ähnliche Weife wird man ſſich auch von der Richtig: 
keit der folgenden Ausdrücke überzeugen, die bier, der Kürze wegen, 
ohne weitere Erläuterung zufammen geftellt werden. 

%_ a 
HM nmta+ vg salat vo, 
| fo dat man | 
day — — —. * 
(a + Vxy | 
2 3a s . 3 

NM u=;a+r” (at Haar), 

fo hat man nv 
0  dy= x’dxYa + x. + ® 
Iſt u —2 log. — , 


ſo hat man 








Iſt u — ange log. (x«V—ı + Yı—z), 
fo hat man , / 
du —— >. ‘ 
ı — 12 
alfo das Differential von a reell, obgleich u felbft imaginär ift. 
Eben fo wird man erhalten: u 


d . log. [x +Yı tx = — = 


d.. (log. x)" = n (log. z)a—ı =, 
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l rc. sin — — 24 
d . are· sin. I = rer, 
d t x adz 
. arc. ang. ı —_yz == te’ 
d.. log. sin.x —= dx. cotang. x, 
. adx 
. — 2°: 
ı ten dx 


d . arc. tang. —— —* sur’ 


. 008. e. (108. :): — E , sin. ( log. ) 


sin.⁊ x 
o ein.r — 0 sin.z ) [} 1 . OB. X — 
d. cos.x dx cos.x ( cos.x.log.c — 





d. los. (log. x) = —— — 
d.eo:(x— 1) »e!.xdr, 2? 
d. e — 2x} 3) = e:.x!dx, 


a.ab" ab". brdx. log.a . log. b, 


’ 


d.e"— e® "erdx.. 


„ 


III. 


Wiederholte Differentiationen und 


Taylor's Lehrſatz. 





| $. 37. (Höhere Differentialien). Da der Differential: Eoef- 


ficient irgend einer Funktion von x wieder, wie wir aud allem Vorher: 
gehenden gefehen haben, eine Funktion von x ift, fo kann auch er 
ebenfalld einer neuen Differentiation unterworfen werden. Iſt z. B 
u=x», fo ift der Diffetential» Coefficient dieſes Ausdrucks (nach $. 29) 


du 


= nxero, 


dx 


_ und wenn man diefe Größe nx=—: nenerdingd nach $. 29 differentürt, 
fo erhält man n (n— ı)3"-"dx für das Differential derfelben, oder, 
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was dadfelbe ift, für das zweyte Differential der urfprünglichen. 
Groͤße u. Drüdt man diefed zweyte Differential von u durch d?u auß, 
fo hat man . 

du=n(n— ı)r-dxı, 
wo daher das Zeichen d? nicht mehr, wie ſonſt, das Quadrat von d, 
fondern bloß die zweymal wiederholte Differentiation der Größe u ans 
deutet, und wo, wie man fieht, diefer Ausdrud d? u in Beziehung auf 
die Ordnung des Unendlidhfleinen, mit (dx)? oder mit dem Qua⸗ 
drate des Differentiald dx von gleicher Art ift, oder wo du und dx? 
als homogene Brößen zu betrachten find (vgl. $.25,1.). Ganz eben fo wied 
man auch das dritte Differential von u erhalten, wenn man den Ausdrud 
n (n — ı) x? 
noch einmal differentürt, wodurch man alfo haben wird 
#u=n(n—ı)(n —2)x2dr uf.w. 


$. 38. (Beftändigkeit eines erften Differentials). Man fieht, 
daß bey diefen ferneren Differentialien der Zunftion u==f(x) das erfte 
Differential dx der Stamnıgröße x ald conftant, alfo 
d“xr—=d’x...=o0 


vorausgeſetzt worden ift, weit fonft z. B. dad zweyte Differential des 
Ausdruds u — x" (nad $. 27 differentiirt) u 
du=n(n — ı)x-=dx — nx-ıd?x 
feinen beflimmten Sinn, feine fire Bedeutung mehr haben würde. 
Betrachter man nämlich x als die Abfeiffe, und u als die darauf fenf: 
schte Ordinate einer krummen Linie, zu welcher die Gleichung u=f(x) 
gehört, fo zeigt und das erfte Differential du der Größe u, wie fih 
die Differenz; wW— u=du zweyer naͤchſten Ordinaten verhält, deren 
fenfrecgter Abftand von einander die gegebene Größe dx ifl. Die höhe 
ten Differentialien du, d’u... dieſes Ausdruds aber follen. un of⸗ 
fenbar das Verhalten mehrerer auf einander folgender, einander nähe 
fen Ordinaten diefer Frummen Linie kennen lehren, und dazu iſt es 
nothwendig, daß alle diefe Ordinaten unter ſich ‚gleidy weit abftehen, 
oder daß für alle die Größe dx eine und diefelbe fey, weil ſich 
font, wenn aud) diefe dx willfürlich veränderlich wären, nichtd Be⸗ 
ſtimmtes über die ihnen zufommenden DOrdinaten feftfiellen Taffen würde. 
In der hat haben auch alle Ausdrüde von zweyten und höheren 
Differentialien , in welchen fein erfted Differential als conflant anges 


— 
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nommen wird, Feine beflimmte Bedeutung mehr. Haͤtte man. ;. ©. 
den Ausdrud 
x2d?x 

de’ 

und ift darin fein Differential conftant angenommen, fo wird man, um 
demfelben eine beftimmte Bedeutung zu geben, irgend ein willfürliches er- 
ſtes Differential ald conftant vorausfegen müſſen. Nimmt man alfe 
4. 8. dx=const., fo ift dx=o, und daher auch u=o. Wählt 
man aber ein anderes erſtes Differential, z. B. dad von x? ald con 
ſtant, fo ift d.x?csconst. oder axdx—const., und daher 


ad - axdx=o dr ———-. 
dx ” | 
Subflituirt man diefen Werth von —— in dem vorigen Ausdrud von u, 


‚fo erhält man u=—x; ein ei. der von dem vorigen u==o ver: 
fchieden if. Wollte man aber d.x? = const. annehmen, fo würde 
man u=— 2x finden, und d.x*—const. würde u=— 3x geben 
u. f. w., fo daß man alfo über die wahre Bedeutung der Größe u gan; 
ungewiß bleiben würde. 


$. 39. (Taylor's Theorem). Sey u=f(x) als eine Zunftion 
von x gegeben. Wenn in diefer Bunftion die Stammgröße xinx-+-y 
übergeht, welches wird der Ausdrud der fo veränderten Funktion 
uw’ (x9) ſeyn? 

Um dieſe Frage zu beantworten, bemerken wir querſt, daß eine 
willkuͤrliche Funktion des Binoms (x + y) immer denſelben Differential: 
Coefficienten geben wird, welche von den beyden Groͤßen x und y man 
auch als die veraͤnderliche gewählt haben mag. Iſt z. B.: 


.n du 
=c+V, fi —Zenaatn, 
und eben fo ift auch , 
* =na(n + y)-:, 
Sit aber 
.n du’ du’ . 
w == log. (x-+-y), fo ift * ſo wie * gleich m 
Dieß vorausgefegt, wollen wir nun annehmen, daß der gefuchte 
Ausdrud von w f(x y) fi in eine Reihe entwickeln laffe, die nad) 


den Potengen der Größe y fortgeht. Nehmen wir für diefe Reihe fol« 
gende Geflalt an: 





u. ſ. w. 
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f@+D=L+ Mt Ny HP +... 
wo L, M, N... noch unbefannte Zunftionen von x find, die fein y 
enthalten, und wo a, ß, y ... unbeflimmte Erponenten vorftellen, 
die wir nun näher beſtimmen wollen. | 
Man fieht zuerſt von felbft, daß Feiner diefer Erponenten negativ 
ſeyn fann. Denn wenn 5.8. das zweyte Glied jener Entwidlung die 


Gorm My—@ = —_ hätte, fo würde für y==o die zwegle Seite ber 


y 

vorhergehenden Gleichung unendlich groß werden, während doch die‘ 
erfte Seite nur f(x) geben würde, was unmöglich iſt. 

"Wenn aber alle Erponenten a, ß, y... pofitiv find, fo erhält 
man, wenn man y==o fest, fofort | 

fk)=L, 

wodurch daher bereitö der erfte Coefficient L unferer Neihe beflimmt 
wird. Bildet man dann den Differential« Coefficienten jener Entwick⸗ 
lung der Größe f(x-+-y), und zwar fo, daß man zuerft x und dann y 
als die veränderliche Größe betrachtet, fo erhält man: 


At u 
aMy® =! LBNyETHyYPyTh..., 
und diefe —* Ausdrücke müſſen, der oben vorausgeſchickten Bemer⸗ 
kung zu Folge, identiſch ſeyn, welches auch der Werth von y ſeyn mag. 
Dieß kann aber nur dann Statt finden, wenn in beyden Ausdrücken 
gleiche Erponenten und Coefficienten von y vorfommen. Allein, wenn 
die Erponenten in dem erften Ausdrucke fleigend geordnet find, fo fi Ind 
fie dieß auch in dem zweyten, und man hat daher 
a—ı=0, ßB—-ı=sa y—-ı=ß uf, 
woraus fofort folgt: 
asaı, ßB=2, y=I uf. 

Died von den Esponenten voraudgefegt, gibt dann die Verglei⸗ 

dung der Cosfficienten folgende Öleichungen: 


dL „gygaMm fan 
= (7) N=:(5) “ 


oder da bereit L=f(x)=u war: 


du ı d3u 
“=(I / N= (2), ? 1.2.3 Te) uf. 
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fo daß man daher für die gefuchte Entwidlung den folgenden Aus⸗ 
drud bat: 
du dsm 


“=u-+ty(- ) +6 I )+-5 4... 


von welcher Reihe dad ö Belek des Sortgangs für ſich deutlich if. Sie 
ift unter der Benennung des Zaplor'fchen Theorems bekannt, weil 
Taylor fie der erfte öffentlich mitgetheilt hat. (Andere Beweiſe dies 
ſes wichtigen Sage findet man in Lacroix’s Traite du Calc. diff. et 
integral. Vol. I. &. 160 u. 377, und Vol. III. ©. bo u. 396). 

Hat man alfo die Funktion u==fx gegeben, und geht in ihr die 
Stammgröße x über inx—+-Iı, fo geht u über in 


w=urhl; — 5) 4 5) + 3 ) ... 


$. 40. (Maclaurin's Theorem). Macht man in dem zuletzt 
gefundenen Ausdrude die Größe x=o, und bezeichnet man die diefer 
Annahme entfprechenden Werthe von 


u duh U, 
(2 u 
\ i=) | » wu f. 
fo erhält man fofort 
iy)= hen. 


Da aber diefer Ausdruß für jeden willfürlihen Werth von y 
Statt haben muß, fo fann man in ihm auch x flatt y fegen, wodurch 
die Größen U, U’, U”,.. die fein y ee nicht geändert werden. 
Sind daher, wie zuvor, U, U’, U... die Werthe von 


(a: 


unter der Vorausſetzung, daß man in den lebten Ausdrücken die Größe 
x gleich Null gefegt hat, fo erhält man für die Entwicklung der Funk⸗ 
tion u=f(x) in einer nach den Potenzen von = fortgehenden Reihe 
den Ausdrud 


u=-/Q=U+r..0+ 7.04 — 








s tu... 


und dieſer Auddruck ift unter der Benennung des Theorems von Mac: 
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Iaurin befannt, obſchon er bereits früher von Stirling gefunden 
worden feyn fol. 

Beſchließen wir diefen Gegenftand mit der Bemerfung, daß fich 
die oben gegebene Zaylor’fche Reihe in manchen Bällen, wenn der 
Stammgröße x einer Bunftion beftimmte Werthe beygelegt werden, 
auf die Entwidlung diefer Bunftion nicht anwenden laffen. Die 
wird naͤmlich immer dann Statt haben, wenn die wahre Entwidlung 
der Zunftion auf gebrochene oder negative Erponenten von h führt, die 
in der Zaplor’fchen Reihe nicht vorfommen. Iſt z. B. 


= yrZa 
gegeben, und fucht man 
u = Y(x + h)? — a: 


für den beftimmten Werth von x=a, fo hat man 
w —= Yla+hb)? - a Yaah-—h? = Yaah-+: VZ+. 


und ein folder Ausdruck kann durd die Zaplor’fche Reihe nicht gegeben 
werden. Sn allen diefen, übrigens felten vorfommenden Sälen, wird 
man alfo die Entwidlung der Funktion gang auf die gewöhnliche Art 
vornehmen, fo wie es in dieſem Benfpiele eben gefchehen ift. Wir wers 
den fpäter wieder auf diefe Bemerfung zuruͤckkommen. - 


ELLI SEAY 


IV. ” 
Entwidlung der Funftionen in Reihen, 





F. 41. (Nlewton’s Binomium). Die beyden vorhergehenden 
Theoreme biethen uns fehr vortheilhafte Mittel jur Entwiclung der 
verfhiedenen Funktionen in Reihen dar. 

Sey zuerſt die Funktion u=f(x)=x® gegeben. Man ſuche 

v=efß+y=s(atyn, 
won was immer für eine Zahl bezeichnet. 

Nach $.29 hat man 


-—j = nı” 
dx ’ 


Ri 


64 | $. 41. 
(*) =n(n — ı)x-, 
(5 ) ra )a— nr u. f. w. 
alfo ift auch fofort (nach $.39) 
era ER ph. 


und diefe EntwidTung der Zunftion (x -+-y)® ift unter dem Namen von 
Newton's Binom befannt. Das Gefeg des Kortgangs der Reihe ift 
für ſich far. Wenn die Glieder derfelben in der angeführten Ordnung 
durch 0, 1, 2, 3... bezeichnet werden, fo ift das rie Glied derſelben 


n(n — i) n — 2 An — 3).. AV., ger 
1.3.3..lt—ı)r * 


J. Iſt die Größe y negativ, fo erhaͤlt man die analoge Entwick⸗ 
lung der Größe (x — y)*, wenn man in der letzten Reihe die zu dem 
Suder 1.3.5 gehörenden Glieder negativ ſetzt. 

Nimmt man aber x=ı,fohat man 


) —ı)(n— | 
G+M=ı+7 +77 Hp BE 

oder, wenn man in diefem Ausdrude ı -y—z fegt: 
—— tne@ )+ Ey EI 
. II, Segt man in der gefundenen Entwiclung J=- — ‚, alfo 
ah x -y= - — 5 fo hat man (x 9) = x’. (1 —p)-. 
Es ift aber, nach derfelben Entwidlung: 

ı) “ 
aD 14a + Ep + TEE FI... 


a 











alfo ift auch, wenn man den Werth von p = — wieder herſtellt: 


x+y 
(«+ y)” =x". £ +2(- 


+) +) 


+] 


welche Reihe oft viel ſchneller convergirt, als der oben für (x -F- y)* 
gefundene Ausdrud. 

II, Diefe Reihen find fehr gefhidt, um durch ſie die Wurzeln 
irgend einer gegebenen Zahl zu finden. Es war nämlich _ | 
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4 = .. T: 4 »() 4 —— 6 
| +7 +.. J 


Man wird daher jede dahl, aus welcher die nfe Wurzel gezogen 
den foll, in zwey Theile x und y fo theilen, daß x eine vollſtaͤndige 


Potenz irgend einer andern Zahl, und daß ein eigentlicher Bruch 
‚ wo dann die Reihe deſto ſchneller convergiren wird, je kleiner die⸗ 
Bruch iſt. 

Für die Quadratwurzel B. hat man 1*2, alſo auch 


— —— 


Sucht man z. B. die Quadratwurzel von der Zahl 6, fo kann 

nx=4undy=a nehmen, fo daß man bat 
v=aslı + + Str Ir: ..]. 

Da aber dieſe Reihe nur langſam convergist, fo kann Man vor⸗ 
theilhafter auf folgende Weiſe verfahren. 
Nimmt man bloß die zwey erſten Glieder der Reihe, ſo iſt 
| vb=a +3 —22 
Von? ift aber das Quadrat 3°, oder um z größer als die gege⸗ 
bene Zahl 6. Iſt daher = und 1-4, fe erhält man, wenn 
: man dieſe Werthe von x und y in dem vorhergehenden Auodrucke ‚von 


2 (ty) fubftituirt: 


5 ı 1 1 N ı 1 5 
Vb * |: 31575 et] 
Ber wenn man diefe Slieder fummirt : \ 
V6 = 2.4494897. | 
| Will man aber eine noch fchneller convergirende Reihe, fo fann 


| man von dem lebten Ausdrude wieder die zwey erſten Glieder nehmen, 
wodurch man erhält 







1 


=: ;=4 
wovon das Quadrat de nur um 75, zu groß ifl. Sept man alfo 
az dy—=—;%, fo erhält man die fehr ſchnell convergirende 


en 


— 49 1 ı 1 ' Y Bi _ ] . 
v=2.|1-: -: 0 6" a0 |’ 
Littrew's Ant... Höb. Math. , 5 
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oder wenn man dieſe Brüche in Decimalbrüche verwandelt: 


+ ı 
— 0.000230 83465 639 
3° ° |— 0.00000 00316 830 
— 0.00000 00000 045 . . » 
das heißt 
v6 == 2.449548 97427 B4ı . | 
Ganz eben fo wird man auch mit der Ausziehung der dritten und 
jeder andern Wurzel verfahren. Man wird fo z. B. erhalten: 


v9 e=. 3.0800837, Vıo == 1.2589355, 
"Vıo = 1.0332930, u. f. 


$. 42. (Entwicklung der Logarithmen in Reihen.) Sey 


nun die Funktion⸗ 
u «= log. com. (1 + x) 


gegeben , fo pet man (nad) $. 3ı) 


du m 
(= =, +ı re (= 12) Grm’ (7) = G +37’ u. f-; 
alfo au, nah Maclaurin’'s Theorem ($. 40), wenn man in dies 
ſen Ausdräden x=o ſetzt: 
UT=0, Van, V=-—non, UVusanm, u. f.; 


und wenn man diefe Werthe in . 
u U+-xıUV’ + — 





fubflituirt : 
0. con. +9=m(e +2 —-2+.. .). 
I. Dan kann diefem Ausdrude verſchiedene andere Geftalten ger 
ben. Iſt 3.8. die Größe x negativ, fo hat man 
log. com. (1 ı) = — m(x+-:xt--;rT’-+...), 
alfo au, wenn man beyde Ausdrücke von einander fubtrahirt: 
. ZZ minatirtiitiet.. .). 
- Sept man überdieß in dem lebten Ausdrucke ſtatt x die Größe 
ſo dat man 





log. com. 


y 
a, + y 
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log. com, (x-+-y) | 
y y’ GE JE 
log. com. | trat. 
| u. f f 


IL. Die vorhergehenden Ausdrüde reichen bin, die Logarithmen 
aller natürlichen Zahlen auf eine bequeme Weife zu berechnen. Sept 
man 5.8. in der lezten Gleichung x=y=ı, fo erhält man, da 
log. 1=0 iſt: 

. 1 1 1 1 
log. com. 23 = ın(; + 3% Tr 55 + RE, t.:. 2 
oder wenn man diefe Brüche entwidelt: 
| log. com. 2 = m(0.69314 71806), 

Eben fo gibt x—= a und ymı 
j i 1 1 
log. com.3 — log. : om. a + am (; +75 +75 +.. ) oder 
log. com.3 m(1. 09861 23887), 
und auf diefelbe Weife findet man 

log. com. 5 = m(1.60943 79124) und 
log. com.7 == m(1.94591 01490). 
Die Übrigen Logarithmen bis 10 aber findet man durch bloße Addition 
aus dem Vorbergehenden, da 
-  Jog.4 = 2log. 2, / 
log.6 = log.2 4 log. 3, 
log.8 = 31og.2, 
log.9 = 21log.3 und | | 
log. 10 = log.2 -+ log.5 == m(2 30258 50930) iſt. 


$.43. (Entwicklung der Epponentialgröfzen.) Iſt die 
Sunftion u ma" gegeben, fo hat man ($. 3a) | 
du 


7, = * .log.nat.a, 
= = a! (log. nat.a)?, 
dsu od ; 
75 = as, (log. nat. a) 3 f.; . 
alſo auch, wenn man in diefen Ausdrüden x=wo fept: 
U 1y 


% 


68 $. 44. 


U’ = log.nat.a, 

U” —= (log.nst.a)?, 

Ur (log.nat.a)’,..» | 
und daher nad) Maclaurins Iheorem ($. 40) 


at = ı + (x log.nat. a) + — (x log. nat. a)? u 
TA Ebs. vet e p.. .. 





.44. (Dergleichung der natürlichen und gemeinen Co⸗ 
garithmen.) Wır haben oben ($. 3ı und 43) gefehen, daß man die 
| gemeinen Logarithmen aller Zahlen erhält, wenn man die natürlichen 
Logarithmen derfelben Zahlen durch die Größe m multiplicirt, fo Daß 
alfo für die natürlichen Logarithmen-die Größe m gleich der Einheit ift. 
Wir wollen nun diefe Zahl m näher beftimmen. 
In jedem logarithmiſchen Spfteme muß es eine Zahl geben, de: 
ren Logarithmus gleich der Einheit if. Man nennt Diele Zahl die 
Baſis des logarithmifchen Syſtems. Sey aljo a die Baſis der ge 
meinen, und e die Bafid der natürlichen Logarithmen, fo daß man hat 
log.com.a= ı und log.natews 1. | 
Da aber, nad) dem Vorbergehenden, für jede Zahl N die Glei⸗ 
hung befteht: | 
log.com. N = m log.nat.N, 
fo bat man auch, wenn man fowohl N=a, ald au Ne fept: 
log.com.a — mlog.nat.e und log.com.e = m log.nat.e, 
und daraus folgt fofort für die Beſtimmung der Größe m der doppelte 
Ausdrud 


1 
m = log. com. e oder mm —. 
log. nat. a, 


l Subſtituirt man dieſen Werth von log. nat. a = — in der 


lebten Gleichung des |. 43, fo erhält man für die Erponentialgröße 
a: den Ausdrud 


.=14+(6)+75 OH + 


Sept man aber in Verfefbe Gleichung des $. 43, da in ihr bi 
Größe a ganz willfürlih iſt, flatt a die Brößee, fo hat man, da 
log.nat.e= ı it: 


“=ı+z rt "th... 
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Wird in biefer Reihe die Oröße x=ı geſetzt, fo dat u man 


e=ı7ı ı+77 -t35+- Z. 
und wenn man diefe Brüche auf Decimalen surüdführt: u 
e = 23,7ı838ı 828459 045235 360287 ern - 


-. 


wodurd daher die Baſis ded Syſtems ‚der natürlichen —R be⸗ 
flinimt iſt. 
II. Um eben fo auch die Größe m oder den fogenannten Mo dul 
des gemeinen Logarithmen-Syſtenis zu beſtimmen, mit welchem man 
nämlich die natürlichen Logarithmen, deren Baſis e iſt, multiplicirt, 
um die gemeinen Logarithmen zu erhalten, deren Baſis a ift, wollen 
wir wieder zu dem Ausdrude des $. 4a zurucgehen. Wir haben da⸗ 
ſelbſt die Gleichung erhalten: 


log. com. (ı+-x) = mix — ix +:7°—..)). 
Sept man in demfelben die willfürliche Größe ı —-x=a, fo 
erhält man, da log. com.a = ı ift: 


== a-1) ta) + 4a)! — 


und durch diefe Gleichung wird die Abhängigfeit der beyden Größen u 
und m von einander außgedrüdt, fo daß alfo m befannt wird, wenn 
a gegeben ift. Bekanntlich Hat man aber in demjenigen Syiteme, nah 
welhem diejenigen Logarichmentafeln confteuiret find, mit welchen wir 
zu rechnen pflegen, die Baſis a gleich der Zahl zehn ougenoxaun⸗ 
ſo daß man daher für dieſes Syſtem hat 


-=9— 4:9 —... .-. 


Allein diefe Reihe convergirt erft in ihren höheren Sliedern, umd 
anuch da zu langfam, ald daß man durch fie die Größe m bequem finden 
tinnte. Man kann fie aber leicht zu diefem Zwecke gefchidter machen, 
wenn man bemerkt, daß die nt Wurzel irgend einer felbft fehr großen 
Zahl der Einheit immer defto näher koͤmmt, je größer‘ n ift. Sept man 
alfo in der erften Gleichung diefes Abfchnittes wieder ı -x=a,fo 
bat man 


log.com.a = m[(@— ı) — !(a—.ı +» r(a—ı) —...]. 


N) 
Allein es ift auch log. com. a = w log. com. Va, wo w irgend 
eine willfürliche Zahl bezeichnet ; alfo ift auch, wenn man diefen Werth 


00 $. Ad, 
von a ſubſtituirt: 
log. oom. a = mu IVı—ı)—: — +5 Wem ‚ 
und daher, da log.com,a = ı ift: 
ee lYı) Ya + Ha, 


und diefe Reihe convergirt defto fehneller, je größer die Zahl w gegen 
Die Einheit if, Sey 5. ® w=ı0, fo if, wie wir ſchon oben (9. 41) 


gefunden haben, Va = Vıo == 1,2589355; alfo hat man; wenn 





man der Kürze wegen k= Va—ı fetzt: 
k = 0.2589255 
— 2kt — — 0. o335212 
:k? = 0.0057863 
— - 0.0011337 
zk’ = 0.0002337 0 
— ik! = — 0,0000503 
KT’ = 0,0000111 ' 
— ;kt == — ‚0.0000035 | 
| sb = 0.0000006 ’ 
— k!’= — 0.0000001 


Summe .. + 0.2302585 ; 


und wenn man diefe Summe zehnfach nimmt und bie Rechnung noch 
weiter ſortſett⸗ ſo findet man 


2) 


= = 2.308585 092994 045684 017991 . «.., 


und daher auch 
m = 0.434294 481903 251827 6511329 ... 

III. Auch hätte man den Werth des Moduls m ohne Hülfe die, 
fer Reihe finden können, da wir bereitö oben (f. 48) den Logarithmus 
Der Zahl 10 erhalten haben. Es war nämlich 

log. com, 10 == m (2.3025850930), 
und da log. com, 10-= ı ift, fo hat man fofort 


SE —— 0.43429 ort 


wie zuyor. 
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6. 45. (Entwicklung der trigenometrifchen Funktionen.) 
IR die Funktion u = sin.x gegeben, fo hat man (nach $. 33) 


du _ du . dsu 
gj, ecos.x, 7 mn ar, 0 0X, u. f. 
alſo auch, nach Maclaurin’s Theorie ($. 40): 
x x3 
einatmen 
und eben fo erhält man auch 
x? x? 


1-7, t037 mu 


Dan muß aber bey diefen und ‚ähnlichen Ausdriufen bemerten, 


daß die Größe x in Secunden oder in Theilen des Kreisbogene, die 


Größe sin.x und cos.x aber in Theilen des Halbmeilerd gegeben, DAB 
alfo diefe beyden Arten von Größen heterogen find, und daher auf 
diefelbe Einheit zurückgebracht werden müffen. Nennt man x die halbe 
Peripherie eined Kreifes, deren Halbmeſſer die Einheit if, wo die 


Größe x in Theilen diefed Halbmeſſers ausgedrüdt ift, fo hat man,‘ 


da die halbe Peripherie (180). bo? Secunden enthält, für den Theil 


x des Halbmeſſers, welcher der Länge eines Kreisbogens von-einer _ 
Secunde entſpricht, 


o.6t:z=ılız 


Es iſt aber, wie wir bald ſehen werden, <=}. 14169a65389.. 


alſo ift auch 


x re == 0.00000 484814, 


und für dieſe Zahl x wollen wir fünftig der Kürze wegen das Zeichen 
sin. 14 fetzen, fo daß man bat 


sin. 1° 0. 00000 484814 und 55 2 206264 806247. 


sin 

Um daher eine Anzahl Seeunden in heile des Halhmeſſers zu 
verwandeln, wird man die erſten durch sin: 1“ multipliciren, und ums 
gelehrt, um Iheile des Halbmeſſers in Becunden ju verwandeln, wird 
man jene Theile des Halbmeſſerd durch 7 ai. multipliciren „ wo man 


bat 
log. com. sin. 1’ == 4.6855749 und log.com. 5 = 5.314435. 


Diefem gemäß ſollten daher die vorhergehenden Ausdrüde voll | 


ſtaͤndig fo gefchrieben werden: 
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sin,x — : (6 sin. 17) — Et er +..., 
(x sin. 2). Pi sin. ı)* | 
‚gar _ in ne. 


und batfelbe ift auch bey allen folgenden ähnlichen Ausdrüden zu ber 
merken. | 

. St u=f(s)=sin.x und W = f(x-+y) = sin. (x-4-y), 
fo hat man | 





du m sr sin “u _ cos uf. 
T COSx, in * X, in «X, U. I | 


alſo auch nach dem Ladlorſchen Theorem ($. 89): | 
— = sio,x. + y e08.xX — Z sin.x — - I. z 008. x | 
in — er | 
| j u + — sin.x + ... 
und eben fo erhält man auch 


| nme J x — —zeonz Haha x + ... 





$: 46. (Entwicklung der Areisbogen durch trigonometri⸗ 
ſche Sanktionen.) Um auch umgefehrt den Bogen eined Kreifes 
durch feinen Sinus auszudrücken, ſey u=arc. sin. x alfo auch ($. 34) | 
du _ 0 d’u 
dı x Vo. x? ' dız 12 
* = 7° "+ Ir - xiy- *, u. ſ. w. 
Ba 
Entwidelt man dieſe Differential: Eoefficienten noch weiter und 
fegt dann in ihnen die Größe x=0, fo erhält man nad Maclaus 
rin's Theorie ($. 40) U 
Vo, Us=ı, Ui — o, Vr—ın.f.w, 
und daher für arc. sin. x oder x den Ausdrud 


= Kun) 


sin.’ x 3sinsx , 3.5sin’x 3.5. 7einee ) 


»ein . 42,5 Han 777.63, 


I. Sft aber u=arc, tang.x, ſo hat man 


— (1-tx2)-, = = — ax(ı Le), 


5* — 3(ı +2?) + 8x? (1 +x:)-3 u. f-, 


§. 474 08 
and wenn man xu=n ſetzt. Er 
TV =UV...gleid MU, m: . ir; 


Vier, ui, Dr. nd u fi ws 
alfo aud) ’ nr 


um tsıgu — jung 4 —*8* — uk. ... 
$. 47. (Beitimmung der Peripherie des: Freiſes. ) Wirtelft 


2* 


der zwey vorhergehenden Reihen wird der Kreisbogen durch feinen Si⸗ 


nus und durch ſeine Tangente heſtimmt. Dieß gibt ein bequemes Mit⸗ 
tel, den Umfang 2 x eines Kreifes, deſſen Halbweſſer leich der Ein⸗ 
heit iſt, zu Buben, Sept man. naͤmlich in der erſten Reihe sin.x=n.ı. 


dderx—!irmogo Dre fo erhält man Fa .. 
3... 8.9 1ı' zu 
sr =ı4+ — HEHE EEE CHE u 
| Mehr converem wird die Reihe für x, wenn man sin, x= 3 
ı de x—;r 30 Grade ſetzt, vu man erpält * 
a 3.5. 7 
Better rast 
Eben fo gibt die zweyte Reihe, ‚wenn man in’ ihr tang.u=ı 
darum — 2 S 45 Grade ſeht: en m 
ie=ı 34-4 te.. . 245 


Allein alle dieſe Reihen ſind immer noch zu werig ronvergont. Doch 
läßt ſich die letzte für u (in h. 46, 1.) gegebene Reihe zu der Beſtimmung 
des Werthes von x vortheilhaft anwenden, wenn man ‚den Bogen win 
zwey Theile theilt, deren Zangenten befannt und; ſehr Flrin find. Bias 
hin fand, daß der Bogen x gleich ift dem Vierfachen dee Bogens 
a, der z zur Tangente hat, weniger dem Bogen b,, der , zur Tan⸗ 
gente hat. Um fih davon zu überzeugen, fo hat man 


; 2 tang.a 


Dyga=j— -tang. 2a = en * " 
tang.a » und t 8.2 — * / oder 
2 tang. ⁊ a san 

ne. — — — __, 
‘a ng. 48 1 —tangtsa ı 3 


Da die lepte Zahl etwas größer Ät ald-ı — tang.- 7, ſo iſt auch 


42 13. Macht man alſo 4a A und ir—B, hat man für 
den Unterſchied 4a—zx oder für A— B die Gleichung 


—  tang. A —tan.B “ 
tang.(A—B) = ı + fang. A tang.B 39° 


74° | S. 48. 


Setzt man nun A—B=b, ſo iſt auch ga —i=—=b oder 
x = 4a — b, wie sben gefagt wurde. 
| Nimmt man uun zuerfl tang. u = z und dann tang.u = ..., 
und ſubſtituirt diefe Werthe in der vorhergehenden Gleichung ' 
um ang.u — ztang.’u 4 ztang’u — ..., 


fo erhält man 
ia Zu 2 


a ı; 
4* (35- I Bao Zu 
und durch diefe ſehr comvergente Reihe findet man ohne a für x den 
folgenden Werth 
‚x = 3.141693 653589 793238 462643... . 


$. 48. (Sinus und Cofinus der vielfachen Winkel durch 
die Potenzen der einfachen.) &ey die Zunftion u = sin.x, dab 
heißt x = arc.sin. u gegeben: man fuche cos.nx durch ein.x, oder 
was dasfelbe ift, cos. (nm arc.sin.u) durch u auszudrucken. 

Zu dieſem Zwecke nehmen wir au 

cos. (n arc.sin.u) = a B0 + yu? 4 u? +. 
wa a, ß, y, ... die zu beftinnmenden Eoefficienten bezeichnen. —* man 
fiebt ſchon oßne eigentliche Berechnung, daß erfiend a==ı feyn muß, 
da für u=o der Aubdrud cos. (n arc.sin.u) em ı wird, und daß 
zweytens diefe Neibe ‚Peine ungeraden Potenzen von u enthalten kann, 
weil für -u und —u der Ausdrud cos. (n aro. sin.u) auch in Hins 


ficht .auf fein Zeichen derfelbe bleibt. Diefem gemäß. werden wir daber 
annehmen können: 


cos. (n arc.sin,u) = ı Aw + But 4 Cu‘ +... 

* Differentiirt man diefen Ausdrud, fo erhält man 
— nsin.(n arc. sin,u) = (2Au+-4Bu’--6Cu’ + .. Vı—ut, 
und differentiirt man diefe Gleichung wieder, fo ift 
— n?cos.(narc.sin.u) = (240 + ı2Bu?-+ 30Cu? +...)(1 — u?) 

— (3Au+ 4Bu’+ 6Cu+...).o. 
Subftituirt man in diefem Ausdrude für cos: (n arc.sin.u) den 

oben angenommenen Werth ı 14 Au + Bur-+..., fo erhält man 
- — n(ı Au +Bur +...) — (24 ı2Bu?-4-30Cu+...)(1—u?) 
N +@Au-+4Bur 4 6Cu5 +... )u=o. 





$. 48. 28 

Setzt man in dieſem Ausdrucke, da er für alle Werthe von ü 
wahr ſeyn fol, die Eoefficienten von u°, ur, w*, . .'. einzeln gleich 

Huf, fo hat man fir die Beflimmung der Größen A, B, c co... 


die Bedingungsgleichungen 


ı,.2A+n®=o, 
48 + (®—-2)A—o, 
5.6C+(@—2)B=o, 
7.8D + mt—6)C=o u. uf 
woraus man daher erhält J 





A=— I, 
c-— en | 
fo daß alfo unfere gefuchte Reihe die folgende iſt: 
cs, nr = ı — —eintx + ET in!x 
—_ = a re sin.‘x +} .. 


Auf diefelbe Weife erhält man auch 
n (n? — ı?) 


sin.’x 
r.3.8 ’ 


sin.nx == nsin.x —., 


DM), , 
are ur ve ve ve u 


Diefe beyben Ausdrüde ‚für cos.nx und sin,nx gelten für jede 
ganze oder gebrochene Zahl n; aber die erſte ift nur dann endlich ober 
bricht nur dann ab, wenn n eine ganze gerade Zahl, und die zweyte, 
wenn n eine ungerade Zahl ifl. Differentürt man fie aber, fo erhält 
man folgende zwey Reihen: 


n (n? — s?) 


⸗ . 
SIO.DX == 008.X. £ sin.x — sin.’x 


2 _—_22)(n— 42) . 
+ 35 2 in‘x u. AL 


. (n?— 12) „ 2 
cos,ax zu cos.z. | ı — —— — sin.’ x 


(2 — 12) (2 - 3) . 
a 5 ' ..J. 


® 





16 $. 49 
I diefe beyben Reihen brechen ‚eben - in jenen Sälken. ‚ab, in welchen 


"Auf diefe Weiſe erhält. man. nad einigen leichten Sesuionen die 
folgenden Ausdrüde: n 
cos. 2x = 2 c0s.x — I... 
333 = 4c08.’;x — 3 4pæ. x: 
co.4x = 8 cos.1x — Bes!x + ı, 
cos. 5x ıbcos.’x — 20Ff08.’x7: + 5cos.x ⁊c. 
sin.2x == sin.x(2cos.x), ; 
sin. 3x = sin.x(4cos?x—ı), _ 
sin.ax = sin. x(B cos. x — 4 cos. x), 
sin.5x = sin.x(16 eos.x — 12 coa, x - 1) :c, 
$. 49. Potenzen der Sinus und Coſinus der einfachen 
Winkel durch die der vielfachen.) Sey die Sunftion u= cos" 


gegeben, fo findet man durch Differentiation 


t 





: x 





du= — nu. ‚dx: sin. oder 


‚nu in,x + => 008. x e= 0. 


Da man aber befanntlid) Bar“ Vorya 


cos.?x == :.(0os, ax + 1)y - veroren 
ca'ı= 1 (cos. 3x “> 3c0s.x), 
cr — #(cos. 4x + 4cos.2x + 3) u. fe, ' 


ſo wird man darduß durch Analogie ſchließen, daß cos. "x in eine Reihe 
entwickelt werden kunn deren Glieder die Faftoren 

N. | cou,n&, cos. (a—2)x, cos. —— 25 

haben werden. Nehmen wir daher für diefe. Reihe die Form an: 

u== Acos.nx + Bcos. (n—2)x + C con (n — 4) x +... 

und fuchen wir die Berge der Eoeffieienten A}B,C,... zu be: 

Rimen. 

- Subftituirt man diefen Ausdrud von u fo wie. fein Differential 
du in der vorhergehenden Differentialgleichung, ſo erhäls man: 
nsie.x[A cos.nx + Bcos. (n—2)x + Ccos. (n—4)x + ...]- 
— cps.x[nA sin.nx + (a— 2) Bsin.(n—2)x 

+ (n—4) Csin.(n—4)x+...]=®. 


$. 49. Mm 
Dan hat aber, wis befannt (Eipl. 9. 19, VI.) 


a sin. x cos. nx = sin. (n 1) x — sin. (n—ı)x und 
2 cos. x sin.nx = sin; (n-Kı)x + Koiln—ı)e “ 
Bringt man diefe Umformung in der vorhergehenden Gleihung 
an, und fegt dann die Factoren der Sinus der vielfachen Bögen, jeden 


für ſich, gleich Nall, fo erhält man. X 


B — An = 0, ' 
20 — Bfn—ı) =o, 
3D — C(a—s) =8,., ,,: 
.4E— amd = Oo. Zn 
B= nA, | 
' C— ni 
1.2 
n(n—ı)(n—») 
1.3.3 Am I 
und daher für den gefuchten Aursbuuf vonu n 


I. in ! ar 
x —=Ä. | cos.nx +. ar 


4 EIN son. ax... 


In diefer Sleihung ift der "Bastor A noch unbeſtimmt. Setzt 
man aber darin x=o, fo hat man 


mA. |: +2 — en, ” 


alfo auch | 


D= 








| md daraus erhält man (nad. $. 41), den Auödrud 1.=.& A +) 


oder A— —r fo daß man daher Hat 





x — an [con nx +- cos. Bott 


+ — —— *.. 1. 


1. Der gefundene Ausdruck von cos.x gilt für alle, aud) gebros 
chene Zahlen n. Wenn aber n eine ganze Zahl ift, “fo muß man be 
merfen, daß man im Verfolge der Glieder dieſer Reihe auf negative 
Binkel kommt, deren Cofinus von den ihnen gleichen pofitiven Winkeln 
nicht verſchieden iſ. So hat man für n=3 


I 008. (n—4x) 


e0s..!x = — -; (cos. 3x + 3cos.x + 3 0os. x 4 cos. „.3x) oder 


18 5. 49. 
cos! x aus = (cn. 3x + 3cos.x), 


fo daß man alfo, wenn n eine ganze, ungerade Zahl if, jene Reihe 
doppelt nehmen muß, um den Werth von cos.”x zu erhalten. Iſt 
aber n eine ganze gerade Zahl, z. 8. n=4, fo hat man 


cos.* x — (cos. 4x44 cos. 2x 64 4cos, 2x +eos. 4x) oder 
cos. x = T Co. 4x 4 4605. 2x +:.6), 
3 


fo daß man alfo für gerade n zwar auch die Reihe doppelt nimmt, aber 
mit Ausnahme des mittleren Gliedes, deilen Factor cos. o ift. Druückt 
man deher die Reihe auf folgende Art aus: 


** = 


cos. — —. . [co. nx + cos. (n—2)x + ——— cos. (n—4)x 


+ 2222 co. (06) +... 
fo wird man dieſe Reihe nur bis zu jenem Gliede fortfeßen, deflen Cor 
finuß den erſten negativen Wintel enthält, und wenn man, für gerade 
n, auf das Glied fömmt, deilen Yactor cos. o iſt, von dieſem Gliede 
nur die Hälfte nehmen. 

Auf diefe Weife erhält man 
a cos. x = cos.2x + 1, 
4cos.’x = cos.3x —+ 3cos.x, 
Bcos'x == 008.4x + 4cos. 2x + 3, 
16 008.’x = cos.5x + 5oos.3x + 1008. x it. 
II. Um daraus die analogen Reihen für sin.“ x abzuleiten, ſetze 
man in dem vorhergehenden Ausdrude von cos."x flatt x die. Größe 
22— x, fo hat man 


sin.’x — — [ eo. rn x) + n.c0s, (n—2)(x—x) 


+ I cos, (n—4):x<—xı)+... 


Um diefen: Ausdrud einfache darzuftellen, muß man die beyden 
Fälle unterfcheiden, wo n gerade und ungerade il. Sey alfo zuerft 
eine gerade, und zwar eine fogenannte doppelt gerade oder durch 4 
theilbare Zahl, alfon== 4, 8, 12, .... Fuͤr folhe Zahlen ift aber- 
cos. n ¶ x —x)=cos.nx, cos. (n - 2) (22 — x)= — cos. (n—2)x, 

cos. (1 - 4) (x — x) = c08. (n—4)x u. ſ. w./ 


u 
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uud daher | 


. . | 
ga! 


+ = cos, (a — 4)x — .. J. 
Sf aber n nur eine BR —* oder durch 2 theilbare Zahl, 
we 2, 6, 10, 2.009 fo bat man | 
608.0 (22 — x) = — cos.nx, cos. (n—2) (x — ) cos. (n—3)x, 
008. (n—4) Gx — x) =— cos. (n—4)x u. f., 


u deher 


sin.ex == —— —-[- cos. nx + En 


- cos. (n—4) x+.. J. 
Um daher beyde Faͤlle zuſammen zu faſſen, ſo hat man für jede 
gerade Zahl n 


am. .sin.’r = [ eos.» x — n cos. ( — 2) x | 


+ — cos. (n — 4) x —.. ]. 


wo daB obere oder untere Zeichen genommen wird, wenn n doppelt oder 
einfach gerade ift, und wo man, wie zuvor, nur die pofitiven Winkel, 
und endlich von dem Factor des cos. o nur die Hälfte nimmt. 

Banz eben fo findet man auch für jede ungerade Zahl n 








+ 32.sin"x = | sio.nx — nsin. “ana 


+ in. (04)8—...], 


wo das obere oder untere Zeichen genommen wird, wenn n gleich 
1, 9, 9, ..o. oder glei 3, 7 Il,. oo if. 
Auf diefe Weife erhält man 


ssin!x = — cos.2x 4 ı, 





Asin.’x == — sin.3x + 3sin.x, 
Bsin+x — cos. 4x — 4cos.2x 4.3, 
i6sin x — esia. 5x — 5sin.dx 4 ı0Bin.x ic. 


6.50. (Entwicklung der Poten; eines Polgnoms,) Sp 
das Polynom oder der vielgliedrige Ausdruck | oo. 


at bx + 0x? »dı? +. 
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gegeben, von weldyem die Anzahl der Glieder desfelben unbeſtimmt iR. 
Man entwicle die nte Potenz desſelben in eine, Reihe, die nach den 
Potenzen der Stammgröße : x dieſes Polynoms fortgeht, d. 5. man 
entwidle den Ausdrud | 
u=(@t+betert+derr...) 
in eine Reihe der Form | | 
. u=atßx ty $ört... 
wo alfo «, ß, Yr » » » die zu beflimmenden Größen find. 
Nimmt man von dem erften Ausdrucde die logarithmiſchen Diffe⸗ 
rentialien (nad) $. 31), fo. har man, | 
. du _  n(b+acxr +3dır +. : dx 
N me Terre... 
yo hier und im Kolgenden immer die natürlichen Logarithmen gemeint 
find, wenn nicht das Gegentheil ausdrüdlich bemerkt wird. 


Eben fo hat man, wenn man ben swepten Ausdrud von u diffe⸗ 


rentürt: 
J * uote ham H. 

Sept man diefe beyden Ausdräde von 55  tinander gleich, 2 er 
ba man 


n(b+scx-+I3dr? +.. ICHRStrer. .) 
— (a+biter+ Pt ayst 30h. )=o. 
Führe man die beyden Multiplicarionen. dieſes Auddrudes ame, 
und ordnet die Produfte nach den Potenzen von x, fo erhält man 
o= («8 —nba) 

+ (20y-4-bB — nbß— anca) x 

+ (335 + 2aby+ cß— nby — aneß —3oda)x?. . 

+ (que +3b5 + 2cy + dß — nb8&.— ancy — I3ndß — 4nea)x’ +... 
und da die Zactoren von x°, x’, xy... jeder für fih gleih Null 
feyn müffen, .fo hat man zur Beſtimmung der unbekannten Größen 
a, ß, Yr + » » folgende Ausdrücke: 

aß=n . ba, 
3ay—=(n—ı)bß-+- znca, 

dd —=(n—2)by-+- (an —ı)cß-+- Inda, 

4ae=(n—3)bö + (2n—2)cy-+(I3Sn—ı)dß-t Anea, 

5a2 = (u—4)be + (au 3) c5--(I3n—2)dy-+(4n—ı)eß-- Sofa 
u. 6 w 
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wovon das Geſetz des Fortgangs deutlich iſt. Dabey bleibt die erſte 
Größe a unbeftimmt. Es ift aber ae, wie man findet, wenn man 
in dem erften Ausdrucke vor u die Größe x=o ſetzt. 

Wenn die Anzahl der Glieder des gegebenen Polynoms endlich, 
und n eine ganze pofj tive Zahl ift, fo werden aud) von den gefuchten 
Srößenaßy..., fo bald eines derfelben verfchwindet, alle andern eben- 
falls gleih Null feyn. IR5.%. def... gleich Null, und n=9, 
fo Hat man für die dritte Potenz ded Trinoms 

a + bx 4 cx?, oder für 
(“+ bxr+ cr)’ =a-t x + yr + ... 
wo die Werthe von a, 8, y... durch folgende Ausdrüde beſtimmt 
werden : | 
a=a, B=B3arb, y=3ab? + 3ar0, 
ba babe, e= I3bc+3adr, 2=Iber, y—=ch, 
und wo alle übrigen Größen 0, ı, x... gleih Null find. 


$. 51. (Entwicklung des Logarithmus rines Polguons), 
Sey der Ausdrud 
u=log(1 Fax+bi+cx+.. 
n einer Reihe der Form 
u=ax- ßx? + yx° Lin 
gu entwideln, fo gibt das Differential des erſten Ausdrucks von u 
64 ax + bx? + +. )p= a + abx + 3cz? +. 
und das des zweyten Ausdrucks 
= atapı + sy + “us 
du 
Gept man diefe beyden Werthe von F einander gleich, fo er: 
hält man | W a er 
o==(a— a) oo. 
1 (0ß taa— ab)x 
+ (3y 2634 + «a ab — Ic) +,.. 
und daraus folgt für die Beſtimmung der Orößen a, ß, y.« 
oa = 8, \ 
B — — =aa + b, 
y=—3ßa — ab + c, 
d = — !ya — ißb — zac-td, 
. = — ta — !yb — ße —jadte 1; 
Eittromw’s Anl. 4. hoͤh. Math. 6 
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$. 52. (Entwicklung einer polynomifchen Eyponential- 
größze). Iſt eben fo die Funktion 
u _ easzt+bzr? cr? +... 
gegeben, wo e die Bafid der natürlichen Logarithmen bezeichnet, und 


fept man 

a=ı tax Pr Hy +... 
fo hat man, wenn man die Logarithmen nimmt: 

log. — ax -bx Her’ +. | 
und davon ift das Differential 


I 7 


* = u(fa+ 2bx + 3cr . .). 


Eben fo hat man aber aud) 
=e+2ßr + uw 4... 
Sept man daher beyde Werthe von * einander gleich, ſo erhaͤlt 
man, wie zuvor: 
x 8, 
B=b-+ ia, 
y=c+35ab+;ßa 
s=d+zac+Hißb-+t ira | 
| e=e+tzad+iße+irb +ida «. 
wovon das Geſetz ded Fortgangs deutlich if. 


LU DIRT III DIENT 


V. | 
Differentiation der Funftionen von zwey 
und mehr veränderlihen Größen 


‘ 


6. 53. (Erweiterung von Taylor’s Cheorem auf Sunktio- 
nen von zwen veränderlichen Größen, Sey u = f(x, y) eine 
Zunftion von zwey ‚veränderlihen Größen x und y. Nimmt man zuerft 
an, daß bioß die Größe x ſich ändere, und in x-H-h übergehe, wäh: 
send y als conftant betrachtet wird, fo kann man, um die daraus fol: 


$. 53. \ 43 


gende Änderung von u, oder um die Größe f(x-I-h, y) zu finden, uns 
mittelbar das Theorem Taylor's ( 39) aunenden ‚ fo daß man hat 


et 
wo alſo die Ausdrüde (7 ), (7 1 8* ... die erſten und zweyten Dif: 


ferential = Eoefficienten der Bunfiion u = f(x, y), aber bloß in Bezie⸗ 
hung auf die eine x der beyden veränderlichen Größen x und y be: 
jeichnen. 

Wollte man eben fo bloß die Größe y ändern, und in 41 uber 
gehen laſſen, waͤhrend x unveraͤndert bleibt, ſo würde man auf diefelbe 
Veife erhalten: 


teG— 2) + .. (75) r. 
wo wieder € F rn)’ (7 iy: die Differentialien der gegebenen Funktion 
u=f(x, y), bloß in Beziehung auf die Größe y genommen, bezeich⸗ 


nen. Man nennt diefe Größen (2). (=). die erſten und 


zweyten partiellen Differentialien der Oröße u in Beziehung 
auf x, und fchließt fie in Klammern ein, um fie von den vollitändigen 
Differentialien der Größe u zu unterfcheiden, in welchen letzten beyde 
Srößen x und y äls veränderlich vorausgefept werden. Diefe fehr ans. 
gemeilene Bezeichnung wollen wir auch künftig beyhehalten. 

Um aber dad vollftändige Differential der Größe u, oder um 


den Ausdruck 
tfx+h,y+b)—f&,y) 

in erhalten, wird man, nur in jedem Gliede der bereitd erhaltenen 
Entwidlung von f(x + h,y), in welcher bloß x veränderlich war, 
auch die Größe y in y-+-k übergehen lajfen, wobey aber die Größe x 
als conftant angefehen , und jedes diefer Glieder als eine bloße Funktion 
von y betrachtet werden muß. 

Wir hatten aber bereits 


C+u,Nn=uth() + 2a +. 
Bude man daher von dem erften Gliede u diefed Ausdrudes das Diffe⸗ 


rential in Beziehung auf y, fo hat man, nach demfelben Taylor ſchen 
heorem, ſtatt u die Oröße 
k? /d?u 


u — + (7 +.. 





\ 
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und eben fo wird man erhalten 


ſtatt (z J die Größe @ -) tk ()+ at 
” (5 2), 12) ri (et (ar) t: 
- (5). . +4 (Fe)t +77 (u +- 
Subftitairt man 1 die Werthe in dem vorhergehenden Ausdrud 


von Ax-+-h, y) fo erhält man für das gefuchte vollftändige Differen 
til der Sröße — f(x, y) 


te Dhenic9ker (E)+- 
| at + — 
*6 )— 


dsu 
+7 2. (= ru 
Das allgemeine Glied dieſes Ausdrucke iſt 
ot ) u \ hm im da+e u 
J Tem (dam) | 
wo man 3.8. um bie vier Glieder der dritten vertifalen Reihe zu er⸗ 
halten, m-n=3, alfo nach einander 
m gleich 3 oder 2 oder ı und o 
md n >» 0o 1 293 
ſetzen wird. | 
I. Man hat diefen Ausdrud erhalten, indem man zuerſt x in x-H-h 
und dann yinytk verwandelt hat. Haͤtte man aber umgefehrt 


zuvor y und dann erſt x ſich verändern laffen, fo würde man in 
d:u 


Erde )+r lt 
flatt u die Größe +36 )+ 2 
(I Dt + 


d’u  fau h? | 
dy: 9. ()+ Hl) + (a)+ Bu 


fegen, und dadurch für das vollftändige Differential von u erhalten: 

















pP 
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fs+h,y-+b) -u=h(7 + 


+16 53) ** . 
+75 * Heise 


II. Da aber beyde Entwicdlungen offenbar ibentifd feyn muͤſſen ‚fo 
hat man auch die Gleichungen 


d? u dsu (= | 
)= (=): (5) > 16) 
und überhaupt 
dofau de-tau 
Er =) = (1) 


woraus hervorgeht, daß bey diefen partiellen Differential - Eoefficienten 
die Ordnung, in welcher man die Differentiation in Beziehung auf x 
und auf y vornimmt, ganz willkuͤrlich ift. 

IR z. B. die Funktion u= xy» gegeben, fo hat man, wenn 
mon zuerſt in Beziehung auf x differentüre: 





du — mi yü d d su — ‘ m—i 2 
(z == mnx"-'y® und dann (;) mnx y, 
Ofen man aber zuerft in Beziehung auf y, fo hat man 


>) = a und (=) = mnxm—-'yn-:, 


ij 


bie zuvor. 


$.54. (Differential einer Funktion von zwey und mehr 
sränderlichen Gröſzen). Bleibt man endlich; hey. den erften Diffe⸗ 
entialien fliehen, fo erhält man . 

d.f(x,y) = du= (22) 2: + (2) ar, 

"daß daher das vollftändige Differential einer Sunftion u von zwey 
kränderlichen Größen x und y gleich der Summe der bepden partiellen 
Diferentialien diefer Funktion iſt. 

Iſt z. B. u x7 gegeben, fo hat man 


Se en 
ifo iſt anch das vollftändige Differential von u, oder 
du=ydx + xdy 
dereinſtimmend mit $. 27. 
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Iſt aber u = arc. tang. = gegeben, fo hat man 


du\ __ yo. und du — x 
a) Sr m A) 
alfo it auch 


I. Diefelbe Bemerfung wird auch für Bunftionen von drey und 
mehreren veränderlichen Größen gelten. Wäre 5.8. 


u=f(t,x,y,z2) 


eine $unftion von vier Größen, fo wird dad vollftändige Differential 
derfelben jeyn: 


10 (A) + (ar —— 


MH. Durch diefe Bemerfung wird die Differentiation eined Ausdrudd 
von mehr veränderlichen Größen oft fehr erleichtert. Wir wollen dieß 
ſogleich an einem Beyfpiele aus der fphärifchen Trigonometrie zeigen. 

Nennt man A, B, C die Winkel eines fphärifhen Dreyecks, 
und BC=&a, AC=ß, AB==y die ihnen gegenüberfiehenden Seiten, 
‚und nimmt man an, daß in diefem Dreyede die Seite a um da, die 
Seite yum dy und der Winkel B um dB geändert werde: wie groß. 
wird dann die daraus folgende Änderung dß der Seite ß, und die 
Änderung dA des Winteld A feyn? 

Diefe Srage zu beantworten, wird man diejenigen ©leichungen 
der fphärifchen Zrigonometrie zu Grunde legen, welche den Winfel A 
und dıe Zeite B durch die drey Größen «, y und B geben. Diefe find 
bekanntlich (9. 21, C.) | 
cotang.a sin.y — cos.y cos, B 


sin, B und 


cotang. A = | 

| 

cos. ß = cos.a cos, y + sin. a sin.y cos.B. 

Differentüirt man diefe Sleihungen in Beziehung auf alle in ihnen ent« 
haltenen-Größen, fo wird man die unbefannten Größen dA und d 
durch die befannten da, AB und dy ausgedrückt erhalten. Allein fla 
auf diefe Weife fogleich die volftändigen Differentialien von A und 
zu fuchen, wird ed bequemer ſeyn, vorerft die partiellen Differentiali 
diefee Größen in Beziehung auf a, B und y zu beflimmen. 


Sucht man demnach z. B. dad partielle Differential (5). i 
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dem man a und y eonftant voraudjeht, fo: gibt die zweyte der ange⸗ 
führten Gleichungen | 
— dß sin. ß = — dB’sin.B sin. a sin, Y oder 

(% — ——— 

sin. ß 


oder endlich, da —— — im cif: 


(£ = sin.C sin. a. 
Eben fo erhält man das partielle Differential 
(£ == cos. C und (5) = 002. A; 
für den Winkel A aber erhält man auf diefelbe Weife 
2») = — m cos.C, 


(Z _ ml und we 


(7 = — sin. A cotang. f. - 





Da nun, dem Vorbergehenden zu Folge, das vollfländige Diffe- 
rential gleich der Summe aller feiner partiellen Differentiale ift, fo hat 
man für die gefuchte vollftändige Änderung der beyden Groͤßen ß und A 
folgende Ausdrüde: 

dß = da cos.C -+ dy cos. A +4 dB sin.a sin. C und 

dA= da 3 Ür cotang.Bein. A — am > 82. 

Iſt das gegebene Dreyeck ABC ein ebenes oder geradliniges, fo 
wird man in den vorhergehenden Ausdrücken ſtatt dem Sinus der Sei⸗ 
ten, dieſe Seiten aß y ſelbſt ſetzen, und dadurch erhalten: 

dß == da eos. C -- dycos. A --dB.asin.C, 
dA— = sin, C — = sın. A— dB. 3 cos. C. 

IR endlich der Winkel C nrfprünglich ein rechter Winfel, fo 

bat man 





dß=dycos.A--a.dB un 
dA— ee ALE 


8 
1. Wenn man auf die erwähnte Weife alle Säle burchgeßt die 
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bey einem fphärifhen Dreyecke Statt haben können, fe erhält man, 
indem man immer zwey Seiten oder zwey Winkel, oder einen Winkel 
und eine Seite ded Dreyecks conitant annimmt, folgende Zabelle, die 
bey der Auflöfung der Dreyecke fehr nützlich iſt. “ 
t N 
A, Wenn der Winkel’ A und Die®eite y conftant iſt. 


d8 ' sin.a da sin.a 


= c0,.6, dB sinc’ dB — tang. C’ 


da 
dß 
dB _ tang.a da — tapg.a dB 1 

dc inc’ ac 7 tang.C” de oma’ 


B. Wenn A und a conftant ifl. 





dy _coaC dC- co.y dy _ ‚tang.y 
4 u ZZ, oo — 7, = f 
dp cos.B dB cos.ß dC tang,C 
dß __ tang. ß J dy— tang.Bcos.C 
dB tang.B’ dB sinB 
dß — — tang. ycos.B 
dc sin. C * 
C. Wenn B und y conſtant iſt, 
dBtang. B da — sin.a da — sin, ⁊ 
dc — tang, C’ dB cotang. ‚’ ac | cotang. B’ 
da — 9 B si d — sin. A 
ar mn AMY BT Sin.B cos,C’ 
dA. _ sin.a | 
dc sin. y cos.B“ 
D. Beun B und C conftant ifl. 
dd _ tang.P 


dA . dA 
ir tang.y’ IB = sin, Atang,y, 5* == sin, Atang,ß, 


dA . . da sin. a da sin. «@ 
Is = sin.ysın.B, dß = sin.ß cos. y’ dy = cos.ßsin.y' 
$. 55. (Höhere Dikferentiale einer Funktion von zwey ver- 
änderlichen Größen). Pan fann die höheren Differentialien fol. 
cher Funktionen unmittelbar aus der oben ($. 53) gegebenen Eutwid* 
lung von £(x+-h, y-+b) — f(x, y) ableiten. Sept man näm» 
lid) daſelbſt h=dx und k=dy, fo ift die erfte vertifale Reihe jener 


Entwidlung, oder (=) dx-+ (7) dy dad erſte vollfiändige Difr 


ferential der Größe u, und eben fo erhält man das zwente, dritte, 
vierte Differential von u, wenn man die zweyte vertifale Reihe durch 
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1.2, de dritte darch 122.3, die vierte durch 1.2.3.4 multiple 
cirt u. ſ. w. 

Allein man kann dieſe hoͤheren Differentialien auch ſehr leicht un⸗ 
mittelbar aus dem erſten ableiten. Das erſte vollſtaͤndige Differential 
der Funktion u ift nämlich 


da = ( “ar (2 2) dr 


Nimmt man nun wieder die Differentiale der Großen (7) 


und (2): fo erhält man, da diefe Größen Sunftionen von x for 


wohl, ald auch von y find, wenn man dx und 4,7 als conſtant be⸗ 
trachtet vergl $. 38) 


(m) (7) 4: +(& dy und 
(3) = (a) +()° y⸗ 


ſo daß man — da (nach $.53, II.) 
(—- d? u d?2u 
17) = (55) 
it, für das vollftändige zwegte Differential der Funktion u hat: 


“=a)e +2(7 dy oder 
du (I. ya +o(& +) er 


Um daraus daß dritte vollftändige Differential d>u zu erhalten, 
bat man auf diefelbe Weife 


d?u d2u du 
— — ll __ 3 — — 
1) — dx + (a) ir 
d? u d?u 
ı(7,) = (=;) dx + ya)? J 


d?u 
(=) = (55)? x (> dy, N 


und daher 1 das gefuchte dritte Differential 





m (jan Hoi) awar + (jener 


+)? 3 


ein Verfahren, welches man leicht fortfegen und dabey bemerken wird, 
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daß die Zahlen» Eoefficienten 1, a, ı und 1, 3,3, ı und ı, &, 6, 
4, ı u. f. mit jenen des Binomiums ($.4ı) übereinflimmen. 


$. 56. (Erlter ſpecieller Fallder Entwicklung einer Funk- 
tion von zwey Größen. Sey 


u=Y«x. Vy 
gegeben; man fuche das dritte vollftändige Differential d’u diefer 
Sunttion. 
Differentüirt man diefe Größe u dreymal nad, einander in Bezie⸗ 
bung auf x, fo erhält man 
d’u - —; 7 
dx I. 
Chen fo iſt auch 


6* ern 55) oder (= F —* oder 
dsu ı._-——- 

(=) Le y a mb 
du ei! ie endli 
25) — — -< 3 ſo wie en ich 


u 2° —— 
— = 7x J ® 


Subftituirt man diefe Werthe in der legten Gleichung des 6.55, 
fo erhält man für das gefuchte dritte Differential 


du — — ar’ de — ir — —— —. 
8x° ax’ y’ 3x° y’ 27y° 
Zu demfelben Refultate wird man auch gelangen, ıngun man die 


gegebene Funktion 
| um Vz ° Yy 


drepmal auf die gewöhnliche Weiſe differentürt, wodurch man erhält: 


du — ir ax 4 ν ay, 

x —yraxıı LT u ty —iardy— ν, 

x —38 — 12" — 
—D————— Sy ray, 

übereinftimmend mit dem Vorbergebenden. 


» 
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$. 57. (Weitere fpecielle Fälle aus der Trigonometrie). | \ 
(T). In dem bereits oben ($.54) angeführten fphärifchen Dreyede ABC | 
feyen die Seiten B und y conſtant, während der Winfel A fi ändert 
und in A--dA übergeht. Dadurch wird alfo audy die dem Winkel A 
gegenüberfiehende Seite a eine Änderung-erleiden, und in ==a}da 
übergehen. Man fuche den Werth von da. 

Da bier in dem Dreyede ABC nur zwey veränderliche Srößen 
A und a betrachtet werden, fo gehört dad Problem unmittelbar in das 
Gebiet des Taplor’fchen Lehrfages, nad) welchem man hat, wenn man 
auch auf die höheren Differentialien Rüdficht nimmt: 


da=a-rt (5 „) da + (22) & dA: 26 —* 


Füͤr die Werthe dieſer partiellen Difrentiat. Coefficienten findet 
man aber, aus den befannten Bleichungen der fphärifchen Zrigonomes _ 
trie ($.20), wenn man der Kürze wegen 


m np einy ‚sin. A = sin,B sin. y 
sın. & 


annimmt: 


da 
N (7 =m, 
4 B 
da] m eotang. A — m? cotang.a, 


() (14 3 cotang.?a) — 3m? cotang.a eotang, A—m, 


fo daß man daher fir den gefuchten Werth von a/ erhält, wenn 
| n == m cotang. A 
gefeht, und diefe Differentiation weiter ſortheſete nn: 


«=a- md + (n — m? cotang. a) * 
d A⸗ 

1.2.8 
-+- [6m?n (1 + 3 cotang.?a) — ı5m* cotang.?q - 
+ (4m?—3n?—gm*) cotang. an] + . 

(11). In dem fphärifchen Dreyecke ABC ändere fihnun der Winkel ' 

Aum dA, und zugleich die Seite ß um d B. Man fuche die daraus ent- 

fpringenden Änderungen dC und da ded Winkels C und der Seite a, 

die dadurch in CC’ —=C+dKC md in a —=a + da übergehen follen. 


-+- (m? +3 m? cotang.?a—3mn cotang. «—-m) 
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Da hier der Winfel C, fo wie die Seite a, ald eine Funktion 
von zwey veränderlichen Größen A und 8 betrachtet wird, fo hat man, 
od ac 
e=c+(% aa + (75) 28 

‚(re ac ‚fee 
+ TOLL LTE ET dB... 
mit dem ähnlichen Ausdrude für 
J d 
w=a+ EA LTE zen 

Um diefe partiellen Differential: Coefficienten zu finden, wollen 
wir zuerſt bemerfen, daß in dem gegebenen Dreyede die Größen A 
und ß ſich ändern, während die Eeite y immer conilant bleibt. Um 
alfo zuerft die Größen (#) und (5) zu finden, ‚werden wir außer 


der immer conftanten Größe y aud) die Seite B unveränderlidh anneh: 
men, wodurd man mittelft der befannten Formeln der fphärifhen Tri» 
gonometrie fofort erhält: 


dc) _ __ cos. Bsin.y day) - . u 
EV Aue * und (&) = sin.y sin.B. 
Wollte man aber diefe und alle folgenden Differential» Eoefficien- 


ten bloß dur) die gegebenen zwey Seiten « und 3, und durdy den von 
ihnen eingefchloffenen Winkel C ausdrüden, fo würde man erhalten: 


(4) = cotang. a sin.ß cos.C — cos.ß und 


=) = sin. ß sin. C. 
Um dann eben fo die Größen (5) und (& zu finden, wird 


man nebft der Seite y auch den Winkel A conflant annehmen, wodurch 
man fofort erhält: 
(2) = — sin.C cotang.a und 


(5) = cos. C. 
er hat man, wenn wieder y und B conftant iſt: 


.— (&) sin.C cotang.a sin. 3 — ( 


man die vorhergehenden Werthe von (& und (& 








cos. C sin.B 


sinza ' 
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ſubſtituirt: 


(9* = — sↄæin.? ß [Mein. 20 — cotang.a cotang. ß sin. c 
-+ cotang.? a sin. 2C]. 
Fährt man fo fort, fo erhält man endlich: 
C—C=(cotang. a sin. ß cos. C— cos. ß) dA — cotang.asin. C.dß 
-+-2sin.?ß [cotang.a cotang. 8 sin. C — cotang.?a sin. 2C 
— sin.2C] . dA: 
+ sin. 8 [sin.? C + cotang.a cotang. ß cos. C . 
— cotang.?a c0s.2C0].dAdß 
+:sin,2C [# + cotang.? a]. dß?, 
und eben fo 
a“ — a sin.ß sin.C. AA + cos. C. dß | 
+ :sin.?ß cos.C [cotang. acos.C — cotang.ß] .d A? 
+ sin. B sin. [cotang. B — cotang. a cos.C].dA dB 
4- Zcotang.asin?C.dßt. 

Wenn die gegebenen Variationen dA und dß nur ſehr Plein 
find, fo wird man fi ch, mit den beyden erften Gliedern diefer Ausdrüde 
von C—C und a — a begnügen, wie in $.54, II.; find fie aber gröe 
fer, oder will man die gefuchten Variationen, C — C und a’ — a mit 
befonderer Schärfe haben, fo wird man auch die folgenden Glieder 
beridichtigen. 


$. 58. (Bedingungen der Dollktändigkeit eines Differen- 
als). Wir haben oben ($.53, II.) gefehen, daß dad erfte Differential 
einer Bunftion uf (x, y) von zwey veränderlichen Größen die Form 
habe: 
du = Pdx + Qdy, 
du 


mw P= 7) ud Q= (7) it; d. h. wo P und Q die partiel⸗ 


len Differential⸗Coefficienten von u in Beziehung auf x und y bezeich— 
nen, und daß überdieß 


(5 ) = (1: Ko ober daß 
=) 


ſeyn muß, wenn anders der Ausdruck Pdx+ 9 dy ein vollſtaͤndiges 
Differential irgend einer Sunftion f(x, y) ſeyn foll. 


94 §. 509. 

Hätte man z. B. du=ydr— xdy,piiP=ywdQ=—ıx, 
und da für diefe Werthe von P und Q die Gleichung (I) nicht befrie- 
digt wird, fo ift auch ydx— xdy fein vollftändiges Differential, oder, 
mit andern Worten, ed gibt feinen endlichen Ausdruck von x und y, 
deffen Differential durch die Größe ydAx— xdy audgedrüdt werden 
kann. — Hätte man im ©egentheile 
ydı — zdy fo ift 
P=—- und ur alfo au 


@)=(@ 


ydı— — 


du = 


oder der Ausdrud ift ein —— Differential. Ju 
der That entſteht e wie man weiß, durch die Differentiation des end» 
lichen Ausdruds - , 6 28). 


I. Sept man dad Verfahren des $. 53 auch auf eine Sunftion 
u=f(x,y, z) von drey veränderlichen Größen fort, fo findet man 
eben fo, daß das erſte Differential diefer Bunftion zum Ausdrud 
erhält: 

du =Pdx + Qdy + Rdz, 
wo wieder P= (2): = (z ‚R= (5) ift, und wo der 
Ausdrud Pdx + Qdy + Rdz nur dann ein vollftändiges Differen- 
tial von irgend einer endlichen Bunftion u = f(x, y, z) von drep 
Größen feyn fann, wenn die folgenden drey Bedingungdgleichungen 


Statt haben: @ 2) _ (; 
(5)8 ()j.. 
G)=G 


URL IR LIT TURN URN TER 
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Differentiation der. Gleichungen, 


$. 59. (Erſtes Dikferential einer gegebenen Gleichung 
u=0 3wilchen x und y) Bisher haben wir im Allgemeinen une 
erplicite oder folche Funktionen yazf(x) betrachtet, in welchen die vers 
änderlihen Größen x und y gefondert find, wie 3. ©. die Gleichung 
Y=X, wo X bloß eine Funktion von x, und Y von y if. Wenn 
aber beyde Größen x und y zugleich auf jeder Seite des Gleichheite« 
jeihens vorfommen , fo wird ein folcher Ausdrud ‘eine implicite oder 
ungefonderte Bunftion genannt, und diefe Zunftionen find es, welche 
wir bier näher betrachten wollen. 

Sey alfo 
ex,y)=o ' 
eine ſolche ungefonderte Funktion oder eine noch unentwidelte Gleichung 
zwiſchen x und y. Laͤßt man in ihr x um dx, und y um dy wachfen, 
fo beſteht auch noch die Gleichung 

fx +-dx,y+d) —- fE, ) 3 0. 

Setzt man aber in dem ähnlichen Ausdrucke des $.53 ſtatt hund 
kdie Bröße dx und dy, fo hat man, wenn der Kürze wegen f(x, y) 
durch u bezeichnet wird: ı Au 

u u 
+ dr, Ha) — une (Fi): + (Z) Ar, 


fo daß man daher für das erfte Differential der gegebenen Gleichung 
u=o bat: 


2)i + (5 y=o...d(). 

Um daher dad erfte Differential einer ſolchen Sleihung a = 0 zu 
finden, wird man von der Groͤße u die partiellen Diferentialien (7 2) 
md (5 fo nehmen, als ob die Groͤßen x und y von einander 
unabhängig wären, mo dann der geſuchte erle Differential » Coefficient 


— fepn wird: 
-):@) 
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$. bo, (Zweytes und höheres Differential einer gegebenen j 


Gleichung u=o zwifchen x und y). Auf diefelbe Weife, wie wir 
aus der gegebenen Gleichung u So ihre erfte Differentialgleichung 


DEESEAE EEE 
gefauden haben, werden wir nim auch von diefer letzten Gleichung das 
Differential ableiten, indem wir, durch Wiederholung de& vorhergehen⸗ 
den. Verfahrens, die partiellen Differentialien des lebten Ausdruds 
fuhen, und die Summe derfelben wieder gleih Nut fepen, wodurch 
wir demnad) die zweyte Differentialgleichung der gegebenen Gleichung 
ao erhalten. werden. Es ift aber das vollftändige Differential des 


erften Theils (= dx des vorhergehenden Ausdrucks, da in: ihm die 
Größe u eine Funftion von x und y iſt, und ba die Oröpen (z 2) 
und (5) das Differential dy nicht enthalten: 


(> 
It] 
Eben fo ift auch das vollftändige Differential des zweyten Theils 
(5) dy, in Beziehung auf x, y und dy genommen: 


)% + (7 - ay]ar + (& ey=0; 


fo daß man daher für dag gefuchte giepte Differential der Gleichun 
u — o hat: 


(5 —— —— —VRV (AD) 


Dividirt man diefen Ausdruck in allen feinen Gliedern durch dx: ‚be 
ei man 


a) (5) + SE (5 = 


and ab nituiet man bierin den bereitö oben ($.59) erhaltenen Werth 
von 2, fo wird man aus diefer Gleichung den Werth von —, oder 


den zweyten Differential = Coefficienten von y finden, 1 wie man 
oben den erften gefunden hat. 

I. Behandelt man die Gleichung (IT) auf diefelbe Beife, wie die 
Gleichung (T), fo it das Differential ihres erſten Theile 
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dsu u du \,- 
FT ax + (1; )dwayı 


und das des zwenten Theile 


dsu du d: 
ı(-- ,)dxdy + — 2(z ir, 
und . man ſo fort, ſo findet man endlich fuͤr das dritte ‚Differen- 
“ der Gleichung u==o den Ausdrud 


2 dx>43 rt 1 Jixd 4 ) 27 
+ ixdy+3(7-,) dyd’y— 0 ... (MD | 
Dieidire man diefen Ausdrud durch dx’, und fubflituirt dann in 


ihm die Werthe von —* und — aus 1. und I, fo erhält man den 
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geſuchten Werth des ‚dritten Differential » Eoefficienten ya wel: 


| her der Sleihung u=o entſpricht. Man fiedt, wie man diefed Vers 
fahren ohne Mühe fortfegen kann. 
Ex. Sey die Gleichuug u= y? — aary +r — bt m oger 
geben, fo ift 
* — 2(x — 29) un 268 —20 —a5), 
und daher di⸗ Gleichung (I) 
————— oder 
dy _i—- aY | 
dx Aax— y’ 
oder wenn man den Werth von y in x aus der gegebenen Gleichung - 
u=o ſubſtituirt: 











Du a 





y — a uns 
Een 


we alfo der Differential « Eoefficiene 5 — iwey Werthe hat, weil auch 
yiu’der Gleichung u=o einen poppelten Werth hat. 


Weiter iſt 
2) = )= a, = an) und (Z)=0- 
alſo if auch Die Gleichuug (II) 


dxt — aadxdy + dy? +( _ a3) “y=o ode 
Littrow’s Ant. . Höh. Math. 9 


* 


J 
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dy? 
- eat tt- gt 
woraus man 1 den Werth von 5 erhaͤlt, der wieder doppelt ſeyn wird, 


weil ſchon — T zen Werthe Bin 


*8* man auf dieſe Weiſe fort, ſo wird man n auch die dritten 
und höheren Differentiale der Gleichung u=o erhalten. 

II. Man fieht, dag man diefe Differentialgleihungen in jedem 
gegebenen fpeciellen Kalle durch eine einfache Differentiation aller Stier 
der der gegebenen Gleichung erhält, ohne erft zu-dem allgemeinen Aus⸗ 
drucke (I) und (II) zurüdzugehen. So gibt der Auodruck 

u — y — saıyt xt — bo, 
wenn man die einzelnen Theile desfelben nach den bisherigen Vorfchrif. 
ten differentürt: | 

ydy —ayde —axiy prdemo. .. d&y 
dy_ x—ay 
ii — 7 wie —* 
Werfaͤhrt man mit der Gleichung (1) eben fo, fo erhält man 

dy® + yd’y —aedzdy — axd’y + * 2 0... (IV) 


der 1 — 424 ——40— nz, wie zuvor. 


» Hätte man endlich die gegebene Sleihung, ehe man zu, ihrer 
- Differentiation fchreitet, aelondent, wad in unferem Beyſpiele fehr 


de 
leicht iſt, ſo würde man fiir Z, = r. . . diefelben Reſultate er⸗ 


halten. In der That, die gegebene Sleihung u==o gibt 
y=-— ax + Vie—ı)x® + b2, 
und von diefer erpliciten Funktion ift das Differential, nach dem Vor: 
bersehenden, gleich 
d dy _ _ _@ons 
ee EV er une 


und denfelben Ausdrud haben-wir auch oben erhalten. 


oder 





5.61. (Derfchwindung der Conſtanten in den Ditteren⸗ 
tialgleichungen) Wenn die gegebene Gleichung u==o zwifchen x 
and y ein conflantes Glied enthält, fo fällt dieſes durch die Differen: 
tiation weg. Iſt 5. B. u=my!—axr— bo gegeben, fo ift das 
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erſte Differential dieſer Gleichung Bun 
aydy— adı=0o . .:.(ı) 
ein von b unabhängiger Ausdrud. Man fann diefe erfte Differential« 
gleihung aber auch von der andern Conſtante a unabhängig machen, 
wenn man in ihr flatt a den Werth diefer Größe aus der Gleichung 

u=o0 ſubſtituirt, wodurch man erhaͤlt 
(y?—b)dx — asıydy=o ... (2), 
und die Sleihung (=) ift eben ſowohl die Differentialgleihung von 
u=o, als es die Gleichung (ı) if. 
Differentürt man die gegebene Gleichung P—ax— bo 
jwey Mal, fo erhält man die drey Gleichungen: 
za -+-b, 
aydy = adx, und, wenn dx conitant iſt, 
d? + ydy=o, 
und diefe legte Differentialgleichung ift von a und b, und felbft von x 
unabhängig. Man fann fie aber, wenn man die zwey erſten Gleichun⸗ 
gen zu Hülfe nimmt, von a oder von b, oder auch von a und b zus 
gleich abhängig machen. 
I, Dan fieht, daß man durch fortgefebte Differentiation immer 
mehr Conſtanten wegfchaflen kann. Die befannte Sleihung des Kreis 


ſes iſt 
E— M .... (A), | 
wo a und b die Coordinaten feined Mittelpunftes, und o feinen Halb: 
mefler bezeichnet. Die Differentialien diefer Sleihung find: 
@-Y)dr +y—b)iy=o.. . (B). 
d“2 +-d”? -(y—b)®y=o . . . (0, 
ädyd®yt- y—b)d’y=o . . . (D). 
Aus den drey erften diefer vier Sleichungen folgt, wenn man ber 
Kürze wegen ds: = dx? 4 dy? feßt: 
ds?.dy 


Subfituirt man den Werth y — b = — * in der Olci 


dung (D), fp geht fie in folgende über: 
| x 


at nn 


. 1 
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3dy dr yꝛ — dtdymo . . .. (E). . 
Demnad enthält die Gleichung (A) drey, (B) zwey, (C) nur eine 
Conftante, und die Öleihung (E) endlich enthält gar Feine weitere Con: 
‚Kante mehr. Demungeadtet: find fie alle ald Gleichungen des Kreifes 
zu betrachten. Die erfte (A) ift die Gleichung eines in Beziehung auf 
feine Größe und Lage vollitändig beilimmten Kreifes. Die Gleichung (B) 
beftimmt nur die Lage des Mittelpunftes durdy die Sröße a und b, und 
läßt dafür feinen Halbmeſſer ganz willfürlih. Die Gleichung (C), 
welche nur mehr die Größe b enthält, fagt bloß, daß der Mittelpunft 
irgendivo in einer geraden Linie liegt, die mit der Are der x in der Ent: 
fernung b von ihr parallel gezogen wird, und fie läßt die Entfernung 
dieſes Mittelpunktes von der Are der y fowohl, als auch dem Halbmeſ—⸗ 
fer des Kreiſes, ganz unbeflimmt. Die Gleichung (E) endlich fagt bloß 
aus, daß die krumme Linie, welche durch fie vorgeftellt wird, einen Kreis 
ausdrüde, ohne über die Tage und Bröße desſelben weiter etwas feſt⸗ 
zufegen. Man fieht aus Diefen Bemerkungen, daB die Differential 
gleichungen , befonderd die Höheren, eine viel allgemeinere Bedeutung 
haben, als die ihnen zu Brunde liegenden endlichen ©leihungen , aus 
welchen fie durch Differentiation entfpringen. 
I. Man fan noch bemerfen, daß, wenn die zu eliminirende 
Eonitante in der gegebenen Sleihung u== o in verfchiedenen Graden 
vorfönmt, die durch die Elimination derfelben entftehende erſte Diffe 
rentialgleichunig höhere Potenzen von dx und dy enthält, und dem 
nach alıch zu den Differentialgleichungen hoͤherer Ordnungen gehoͤrt. Iſt 
z. B. die Gleichung 
umx!: L- y— 2x — aꝛ —=o 

gegeben, fo ift ihr erſtes Differential 

‚sde+ydy—adı=o oder a= 


Wird diefer Werth von a in der gegebenen Gleichung u0 fub: 
ſtituirt, ſo erhaͤlt man | 
| tn anti _ (rt — 
oder 
y 4x dy 
wry ty 
Endlich Taffen fich durch dieſes Verfahren aus den gegebenen Glei⸗ 
Hungen auch die tranfcendenten Größen wegfchaffen, "wie wir fchon 
oben bey den Problemen des $. 51 und 52 gefehen haben. 
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‘ ViII. 
Anwendung der Differentialrechnung 
auf die Theorie der Reihen. 


/ 





$. 62. (Erfindung fümmirborer Reihen.) Da: die Gegen- 
fände, welche den Inhalt diefes Abſchnittes bilden, zu- reich und mans 
nigfaltig find, um fie hier alle umſtaͤndlich aufzuführen, fo wird es 
genügen, nur bie vorzüglichften derfelben kurz anzuzeigen. 

Wenn man eine Reihe hat, deren Summe gegeben ift, fo laffen 
ih daraus fofort viele andere Reihen ableiten, beren Summe eben. 
fal6 befannt ift. &o hat man z. B., wenn x Meiner ale? die Einheit 
it, für die convergente Reihe 


ı + x Hetet.. 
die Summe ——- Multiplieirt man beyde Ausdrücke duch x» und 
differentürt fie dann, fo erhält man fofort 


— tag =ntot)etatgr 
+ (am+9)" +... 
fo daß alfo auch die Summe von diefer Reihe befannt iſt. Multipli- 
eirt man auch diefe wieder durch x" und differentiirt,, fo erhält man 


+ Fett —em+arn)at): 
| | + (m+2)o +) +... 
fo daß alfo auch die Summe von diefer Reihe befannt iſt. Man fieht, 


wie man dieſes Verfahren fortfegen und auch auf jede andere Reihe, 
deren Summe gegeben ift, anwenden fann. \ 


L Iſt z. B. die Reihe 
Seatbxten-+t.., 
gegeben, deren Summe S bekannt iſt, fo hat man, wenn man biefen 
Ausdruck durch x= multiplicirt und dann differentiirt : 


nS--x. — = ma + (m+ı)bx >» (m+2)e +... 
Multiplicirt mas diefen Ausdrud wieder durch x= und diffe⸗ 


1—XxX 





102 §. 62. 
rentürt, fo erhält man F 


mnS+ (m+ta-+ı)x.Z —* + x: I 

= mas + (m+ı)(n +ı)bx + ——— +... 

11. Man. fieht daraus, daß, wenn die Summe S einer Reihe 

S=arbx-t cr... 
befannt ift, und wenn A, B, C, D,... . eine Reihe bilden, beren 
wiederholte Differenzen einmal ſaͤmmtlich glei Null werden, daß ſich 
Dann auch die Summe der Reihe 
Z == Aa -- Bbx + Ccx 4 Ddr’ +... 

angeben laffen wird. Ä 

Diefe Summe wird naͤmlich, wie man aus I. fchließen fann, die 
Form haben: ns as: 


ds 
a . . ν .. 
Um aber die Werthe dieſer Groͤßen a, B, ,... zu finden, 


hat man 
48 = aa--abx + sc: + 
Pxı- = Bbx + 20x + 


T = 2 
ya yex? + ꝛe. 


Vergleicht man die Summe diefer Glieder mit dem ihr gleidgel 
tenden Auodruck 
Z=Aa+BbxtCeor +. 
. fo findet man 
a=ÄA, 
B=B—hA, 
y=C—3B-+A, 
5=D—3C-+-3B—A, 
e=E—4D--6C — 4B Av, 
wovon dad Geſetz des Fortganges Bar ift, da die numerifchen Factoren 
die des Binoms find. 
Diefem gemäß wird man er für die Summe Z der gefuchten 
Reihe Aa + Bbxr-+ Cox +... den Ausdrud haben 
* x2d2S æ2 de 8 
„rata ı. — rt A. 1.2 73m tr 


wo der Kürze wegen die, auch fpäter noch oft vorkommenden, Größ 


* 





2AS 4 BA. 








\ 
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B—A=AA, C—sB--AmA2A, D>3C+3B— AM AA. 
gefegt worden find.  . 

Ex. © die Summe Z der Reihe zu fuchen: 

10 12 17x23 ah x? 
+7 "+: Da 
Da befanntlid 
x3 
| e=ı+r- + — 4tost+ 
it, fo hat man | 
A=3s, B=5, C 10, D 17 u. f., 
alſo auch I | 
BA = 3, OA — 2 und aꝛ a, A A, ... 
fo wie alle folgenden Factoren A5A, AsA,.. . gleich Null, Alſo 
iſt die geſuchte Summe der gegebenen Meihe gleich 
Zase(@ +3 n)=e(tr)aH+n). 

Wenn aber auch die folgenden Factoren AA, AA, A’A,... 
nicht eben gleih Null, wenn fie nur immer Meiner werden, fo fieht 
man, daß dann der Ausdruck von Z zwar auch wieder eine ohne Ende 
fortgehende, aber doch zugleich eine fehnell convergirende Reihe ift, die 
im vielen Fällen mit Vortheil angewendet werden kann. Daß ſich das: 


felbe Verfahren auch auf Neihen anwenden laffe, deren Glieder in ih» 
ren Zeichen wechfeln, ift für ſich Mar. 





$. 63. (Transformation der Reihen.) Sey die Sie ge 
Ax + Be 4 Cx + Det, . ß 


deren Summe 8 befannt oder unbekannt feyn mag. Sept mau darin 


geben 


1* az’ fo erhält man 
| x = yj — y° ri y? — 
my? — 252 35 —.., 
my 35 Hbf —- 
Subſtituirt man dieſe Werthe von x, x!y x’, ... . in der gege⸗ 
benen Reihe, und behält man die Bedeutung der Ambdrüde AA, 


BA,... aus. 62 bey, fo findet man, da 7 iſt: 
. + AA. tea. er 


x . x‘ 


re, mt 





104 - $. 63. 

- IR daher die Reihe der Größen A, B, C, D, . - . fo beſchaf⸗ 
fen, daß ihre auf einander folgenden Differenzen Ad, AA, A’A,... 
endlich glei Null werden, fo kann man dadurch die Summe der erſten 
gegebenen Reihe beſtimmen. 

So hat man fuͤr die Reihe 


x- 3Z — q-ν ä... 
A und AAS 2, alſo iſt us die Summe diefer Reihe 


2 12 


Im tom (\—1)%° 
Eben fo findet man für di ie Summe der Reihe 
S=:+ a2 +GM HAI +:-: 
A=ı,AäA=3, AA ==3, und daher 


3x2 - 3,3 


= 
- 5 Iſt eben fo die Reihe mit abwechfelnden Zeichen 
J S=Ar— Br 4 Cr — Dirt... 
gegeben, fo finde man wie zuvor 





x? oo x> 
Ar tn 


&o bat man für die Neihe 
’ —3+3—4+5—... 
Ai, AAi, alſo S=#; und eben fo findet man 
vr — 3 —5 — 7 — 909 —...=50;, 
ı—-3+6 — 10 +15 —...=75 
1— 32132? — #4 dr ...zmouf. 
Wenn man auf diefe Weife auch nicht immer einen gefchloilenen 
Ausdrud für die Summe der gegebenen Reihe finden kann, fo läßt fie 
fid) doch meiftens in eine andere, mehr convergirende Reihe verwan⸗ 
deln. So hat man für die geometrifche Reihe 


S=zsı—- 2: -L4—8 +1 —... 
AAA A: ASArA oc. 1, alſo iſt auch jene Reihe 
S=!—-ı tı - «tr5--:. 
wovon die Summe gleich ; ift, da fie aus der Entwicdlung des Bruches 
= Por entſteht, wenn man x ı ſetzt. 
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Ehen fo hat manfür : - BE BEE Ber 
ni ..o 
* 


21 y | 1 
8—* + raten. 
und man weiß aus dem Vorhergehenden ($. 42), daß der Werth von B 
in diefem Benfpiele gleih log. 2 iſt. 


Iſt endlich die Reihe 8— — 3— .. gegeben, 
ſo hat man 


2 2 
24 — 73, KA 1.3.5”. een u. f., 


alſo Mac a. 
1,3, .8.4 * 
28 —14 75 3455 ; +35, tat e 
und in diefem Benfpiele ift S==aro. tang. 45°; x (vergl. 1.47). 





$. 64. (Berechnung der Sinus und Case) Wir haben 
oben ($. 45) die beyden Ausdrüde erhalten: - 


mx — Dre lerne ea 


x* 


13 r7737 
Sept man in ihnen x=m.!x, fo erhält man 
— (me)? +. 
o.m.irs=ı=— I ma + 
E iſt aber, 

22 — 15707963, 4x? 1. 2337005, 52? = 0.459641 16, 

fo daß alfo die vorhergehenden Reihen in folgende übergehen: . 
sin. (m. ‚90°) = 1.57080 m 

— 0.64596 m? 


-- 0.07969 m? 
— 0,00468 m’ 
+ 0,00016m°? und 


— |... 





sin.m.;xr == Go) — 


3, Gm) m 00. 
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c08.(m.90°%) = ı — 1.23370 m? 

" -+ 0.325367 m* 
— 0.02086m5 
+ 0.000932 mE 

| — 0.000093 mie. 
Un nach diefen Ausdrücken z. B. sin, 9° zu finden, iſt m. 90 ⸗ 
alſo mem, und daher on 

sin. 9° — 0.167080 
.. — 0.000646 
| -F 0.000001 
0.156435. 


Wenn man die numerifchen Sactoren der beyden' Ausdrüde va 
sin. (m, 90°) und cos, (m.90°) auf mehr Deeimalftellen entwidelt 


fo wird man Dadurch die Tafeln der Sinus und Eofinus für alle Grade 
und. Minuten genau berechnen fönnen. u 





$. 65. (Ausdruck der Sinus und Cofinus durch Pro- 
dukte unendlich vieler Sactoren.) Da die Reihe 


. x? x+ | 
ine r(ı 2.3 + 1.2.3.4.5 — * ) 
gleich Null wird, wenn x die Werthe o, x, 08, 32, ... oder die 


Werthe —x, 287 —Ix2,... erhält, fo kann man diefe Wer: 
the als die Wurzeln der Gleichung 


> 


⁊ 





x? x1 
Aa T.. | 
betrachten. Gebt man aber x 7 fo geht diefe Gleichung über in 
= yı_ I ya 
Ira tmaz —.. 
und von diefer letzten Gleichung ſind daher die Wurzeln 
| 1 1 


1 1 


J 
LE LAG Zi TEE TE re 
ſo daß man alfo hat 


r- I, +. 


. DIE VE Pe 626 


SC ICHIE- It). 
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oder wenn man dieſe Gleichung durch y dividirt: 


1 1 
——5 * ar Ur 7907 En 
* ⸗1 2 
— (: -7)(' u u)‘ u =) ... 
oder endlich, wenn man den Werth von x wieder heritelt: 


x? 4 


> $ 
aa rt 1a 


He 


Diefem gemäß hat man alfo 


2 2, 
sin.x =x(ı — =)(: — 5)0 — =) ..4 
und auf dieſelbe Weiſe erhaͤlt man auch | u oo 
cos. x = ( — 50 2)0 — — oo. 
welche Ausdrücke fehr geſchickt find, für jeden Werth von x die Loga⸗ 
rithmen der sin.x und cos.x auf diefelbe Art zu berechnen, wie wir in 
4. 64 dieß für die Sinus und Coſinus ſelbſt gezeigt haben. 


$.66. (Burückführung der Reihen auf Differentialglei- 
chungen.) Öfters Iaffen fich Reihen, deren Summe man nicht fennt, 
auf Differentialgfeihungen bringen, deren weitere Behandlung dann 
aud die Summe jener Reihen kennen Ichrt. Um z. B. die Summe 
der Reihe 
1 a 1 
seit + — * ——7** 
zu finden, ſey 
2 x> 
set, tmat 
* Differentürt man dieſen Ausdrud, fo hat man 
d 2 23 
tt 
‚ das heißt alfo, e6 ift. | 


.dy __.- _ _dy 
„=:ıTrt7 oder diı=.;, 


‘ 


die gefuchte Differentialgleichung, und ba diefe aus der Differentiation 
der Sleihung 
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zebg(+p) dr e=ı+tr 
entfteht, fo iſt aud, wenn man x=ı fept, die gefuchte Summe 
S=e—ı. . . 


Sey eben fo die Reihe ' 


=; Dr ken) 3. tr sat 
gegeben. Fr man wieder 


I=s+ rer 7 It 
fo erhält man durch Differentiation 
dy__ x x * 
Multiplicirt man aber dieſen Ausdruck durch x, und nimmt dann 
von ihm wieder das Differential, fo ift 
»y.+dyd a M 
... 
woraus daher folgt 
ıdıy 4. dy dx 
gr  zertr oe 
xdy -dydx  syder demo, 
und biefe Differentialgleichung der zweyten Ordnung wird die Summe 
der vorhergehenden Reihe angeben, wenn man die endliche Gleichung 
finden fann, aus welcher diefe, durch eine zweymalige Differentiation, 
entftanden ift.Y 


I. Es ift nad) dem Vorhergehenden ($. 42) 











ı neo rom. 
lg. Zee+ +++... 
Multiplieirt man alle Glieder diefes Ausdrudes duch dx, fo et- 
m 
d sd 
dxlog „= xdr +” "+ >+: .. 


ton den Differentialausdrüden rechts dem Dleichheitözeichen Taf: 
‚ nad) dem Vorhergehenden, die endlichen Ausdrüde, aus wel: 
durch Differentiation entftanden find, fehe leicht angeben. 
ind naͤmlich 


Pen 
Dar wi ſ. 
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Aber auch von dx log. findet man jenen endlichen Aus. 


druck, wie man ſich leicht durch die Differentiation "desfelben überzeu⸗ 


gen kann, gleid) 
x + (G—N)log.(ı— a), 
fo daß man daher hat | | 0 
x + (1-2) lgg.(1 2) = — Fer + 2 — + 7 u EI ERT 7ER 


und dadurch ift alfo auch die Summe der legten Reihe bekannt. . 
Multiplieirt man auch biefen Ausdend wieder durch dx, fo er 
haͤlt man n 
wdx4 aon)dx. 8 ( -5) 

4— Ze 220 

= dx + dx + 374: + er. ERE: 
und davon geben die Glieder rechtd des Gleichheitezeichens zu ihrem 
urfprünglichen endlichen Ausdrucke 

x8 25 
* rn Yet, Bas. 

und das erſte Glied gibt eben fo 


=-i+: a3), [210g a9). | 
fo daß man daher diefen legten Ausdrud ale die. Summe der Reihe " 
x3 ı . Ss , 
at 
zu betrachten hat. Zür x=ı, erhält man aus den beyden vorherge⸗ 
henden wien | 





= ta3+t7+-.: und \ 
1 „3 
4 =. 1.2.3 + 7 t+3775 + . 
II. Sucht man eben fo die Summe s der Reihe 
s — ı.x— 1.222 4 1.2.38 — 2.0.7, , 
[o hat man, wenn man fie durch x multiplicirt und differentürt: 


en, 3x — 1.2. It tt. 2.3.4°—.. r, 
and wenn man aud) biefen Ausdrud wieder dur x multiplicirt: 
xd.(sx) 


== 1.2x2 — 1,2.3x° + 1.2.3.Ax*, 
dı 





1 - 
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daß. heißt 
xd. (s1) en — 4x 
— —28 — 23. oder ds s - ——— dx = 


und davon ift, wie man weiter unten ($. 205) fen wird, der urfprüng» 
liche endliche Ausdrud leicht zu finden. 

Man fieht, wie fich diefes Verfahren fortfegen und auch auf ans 
dere Reihen vortheilhaft anwenden läßt. 


$. 67. (Entwicklung der Differentialgleichungen in Rei- 
hen.): Dieſes Verfahren, welches gleichſam das Umgefehrte von dem 
im $. 66 Vorgetragenen ift, ann oft mit Nußen angewendet werden, 
um den Werth von tranfcendenten oder andern verwidelten Größen, 
bie durch eine Gleichung gegeben find, mittelft einer Beige zu finden. 
Sey z. B. die Gleichung gegeben 
u.sin?y= 2y — ain. 2y, 
und daraus der Werth von u durch y ausgedruͤckt zu beſtimmen. Zu 
diefer Abficht differentüre man diefe Gleichung, wodurch man erhält 


3u cos.y sin.?y +7 sin.’ y = Asin?y 


Set man nun der Kürze wegen. xwssin.?:y, alfo auch 


3 ein. y, fo erhält man 
J du „_ 8 6weosy _ 8 — 3ulı — a2) d 
dx Fi ara) oder 


2x2) — 4 r (3 — 65). 0. 

Es ſey nun 

u=tGhtartßrtret..), 
wo die Sactoren a, Br, Y, - - - noch zu beflimmen find. 

Subftituirt man diefen Werth von u und fein Differential in der 
vorhergehenden Sleihung, nnd fegt dann die Factoren der gleichen 
Potenzen von x, jeden für ih, gleih Null, fo findet man 

43, 88, = = 
und dadurch wii man ben gefuchten Ausdrud | 


4.6.8 4.6.8.0 
-;+55: +35," t33 7, "tr 


me +y 
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$. 66. Guſammenhang der trigonometriſchen Funktio- 
nen mit den Epponentialgröfzen. und Den Kogarithmen.) 
Wenn man die Heiden, welche wir oben ($. 44 und 45) für e” und 
sin.x, cos.x erhalten haben: 


e 14 ir. 
x3 
nero n.gte 
" , 12 
eos x — — — +... 


unter ſich vergleicht, fo bemerkt man fofort; daß, wem man — 
flatt x in diefen Ausdrücken fegt, die Gleichung erhalten wird 


etYmt co. + Vi. sin.x, 


alfo auch, da x ganz willkuͤrlich iſt, und daher auch gieich —xı geſeht 
werden kann: 
e-iY-t— cos. x — YV—i,siax, 
und diefe benden Gleichungen geben fofort auch bie folgenden, in wel · 
chen wir.der er Kine wegen k ftatt V—ı gefept haben: 
eis — eo— kr er Le—ks 
L eoos.æ æ —— —, 
ı + k.tang.x 
ı — k.tang.x’ 
wKR—=—ı, k=—k, k=-tı,uf.w, 
| Auf diefe Weife fiehen daher die trigonometrifchen Funktionen 
mit den Erponentialgrößen in Verbindung. 
1. Wenn man in der vorhergehenden Gleichung 
or oos. x + ksin,x 
die Größe cos.x -Hksin.x —5 ſetzt, und dann die Logarithuren 
nimmt , fo erbält man 





FAT — 


kx= 10. y. 
Allein die angenommene Gleichiunng 
ksn.x — y= Vı — sio.?x 
sit, wenu man fie quadrirt, | 
y — alkysi.xsı ode 
. 
37 


x == art. SiB. 


Sobflituirt m man diefen Ausdrud von x in der Gleichung kxz==log.y, 





L 
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ſo earhalt man on 
log.y = k.arc. in. LEID = P anc. nen ER, 


und eben fo findet man au 





log.y = ak . arc. tang. —— = k. arc, sec. * — 
= K.arc. sin. vers, un , 

. - — 3y. 
und auf diefe Weiſe pängen Dape bie Logarithmen von den Kreisbo⸗ 
gen ab. 

1II. Nimmt. man in dem. gefundenen Ausdrude 
i ‘ k(ı — y) 
1 k.arc!tang ——— 

re Brei arc n8- 37 


die Größe yaH fo wird log. ı ak. arc. tang. 0, alſo auch, wenn 


n eine ganze, poſitive oder negative Zahl ift: 
log... = ana y—ı 


Iſt aber y-- 1, fo ift log. )= »k.arc.tang.2, und 


log. (— ı) — (an-tı)z.V 1, 

oder der Logarithmus jeder pofitiven und jeder negativen Zahl hat un: 

endlich viele Werihe, die aber alle imagindr find, einen einzigen bey 

den pofitiven Zahlen ausgenommen, für welhen no ifl, da man. 

für jede pofitive Zahl a hat 

og a == log, (a...1). =ılog.a +. 1og. ı = Io.» + any. 
1, Der vorhergehende Ausdruck 

3 + ktang.x 


daher 





Klee = 
-ır ktang.x 
gibt, wenn man os ;x = 30°, ale. Er 5 2 52 u 
>. lo v3+k 
= ae 
Benu man aber x = x und > une, x==y fegt, fo bat man 
“ ’ +2 J. 
Sept man beyde enges von = einander gleich, fo erhält man 
6 6 


J — 


1 (va -a5 — (v3— ke 
Ei TE 
(VS ꝓPH⸗4 w3—h)* 
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und ay ift die Seife eines regelmäßigen, um den Kreis des Halbmefs 
ſers ı befchtiebenen Polygons von n Seiten. 

Bezeichnet 22 die Seite des ähnlichen um den Kreis‘ beſchriebenen 
Polygons, ſo iſt 


22 = 27 
Vi+r 
alſo auch, wenn man den vorhergehenden Werth von y —* 
6 6. 
an (VER — wahr 
k. —* 


‚Sür n=b oder fir das regelmäßige Sechseck findet man durch 
dieſe Ausdruͤcke ay = und 221 Für nza 4 oder für das 
regelmäßige Biere ft ay=aundaz=yau f Re 


. 69. (Moivreꝰs Binomialformel), Sept man in ber vor 
hergehenden Slertung 
e*V- cos. V- . sin. x 
Ratt x die Größe nx, fo hat man: 
ertV-! cos. nx + V—ı.sinnz. 
Erhebt man aber beyde Theile derſelben oleichung auf die Po⸗ 
tn, n, fo iſt 
eREY-r — (eos. x - V—ı.sin.x)., 
ſo daß man daher hat | " 
(os. x + V—ı.sin.x)" = cos. nx + V—ı.sin.nzj 
Wer auch, wenn: r eine. willfürliche ganze Zahl bezeichnet, und flatt x 


De Groͤze x--arx gefegt wird, da jeder Auadratiourgel ein doppeltes 
eichen zukommt: 


for 4 VA. io. x)y cos. n x - ar) + Y—ı. sin.n(x-Farz), 


“ diefer Ausdrud heißt, nach feinem Erfinder, die Moivre’fche 
rmel. 


$. 70. (Vielfältigkeit der Werthe der Wurzelgrößzen). 
enn man in der legten Gleichung die Groͤße x gleich o und gleich x 
t, fo erhält man ! 
kittrow's Ant. z. höh. Math. 8 
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(+ i) 5 co.arnz +Y-ı.ein.arn« und 
(— 1) = cos. (ar Fı)axr »yY—ı,.sis.(ar-+ ı)ax. 
Da man aber für jede ganze Zahl n hat: 

sin. arnz —= sin. (2r 4 ı) nxz = 0, Cos.3Trax 8 ı, 
und endlich 
co, {2r-ı)az = + ı 
das obere ober untere Zeichen, wenn n gerade ober ungerade it, fo ik 
auch für jede ganze Zahl n 

(ıY=ı, „ı"=ı md ıh)"t=— ı, 


wie befannt. 


Allein wenn n feine ganze Zahl iſt, fo müffen diefe Potenzen der 
Einheit, da die willfürliche Zahl r von — oo bis oo wachſen fann, 
im Allgemeinen unendlich viele Werthe anzunehmen fähig feyn. . Doch 


. ann es fi ereignen, daß bey den Sinus und Coſinus der Bogen 
arax und (ar-F ı) nz eine periodifche Wiederkehr eintritt, und daß 


daher auch die Werthe von (-F +)" und (— 1)" fi) periodiſch wieder: 
holen. Um dieß zu unterfuchen, wollen wir bemerken, daß zwey Kreis⸗ 
bogen nur dann, durchaus gleiche trigonometrifhe Funktionen haben, 
wenn fie um ein Vielfaches der ganzen Seripherie 2x von einander 
verfchieden find, oder wenn man die beyden Bedingungsgleichungen hat: 
srnx — sar’azxz = ahr und 
(r- ı)nx — (2r7 -ı)nx = ahz, 
wo h irgend eine willfürliche ganze Zahl bezeichnet. 

Diefe beyden Sleichungen laſſen fi ih aber, wie man fiebt, auf 
die einzige | 
(r—r)n=h oe n =—— 
qurüdführen, und aus dieſer Gleichung folgt, daß bey den Peienle⸗ 
(ꝓ ı)" und (— ı)® eine periodiſche Ruͤckkehr derſelben Werthe dann 
Start haben werde, wennen ein rationaler Bruch iſt. Iſt alfe 


n eine irrationale Zahl, fo iſt die Anzahl jener unter fich verfhiedenen 
Werthe in der That unendlich groß. 


Sey alſo, um jenen Ball näher zu unterſuchen, n irgend ein vos 
tionafer Bruch — wo k und m die l inſimöelichen ganzen Zahlen 
bezeichnen, Deren Divifion diefen Bruch — gibt. Dieß voraudgefe 
ift nach dem Vorhergehenden 


\ 
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x 


h 
Hılr=Yır=yı m 
-P=Vey=Vicı) 


das obere oder untere Zeichen, wenn k gerade oder ungerade iſt. Dar⸗ 
aus folgt » daß die Anzahl der Derthe der Potengen 


6 * und (— * 
bloß von dem Nenner m abhängen, den wir ſtets als poſitiv anneh⸗ 
men wollen, und daß wir Daher nur die Werthe des Ausdrücke 


VA wm Ve) 
hier näher gu unterfuchen haben. 
Es iſt ee: nach dem Vorhergebenden, V(+ ı) oder 


ar 


(+ ; = cos, + vV(—ı). sin. — und 





(— 1)” — cos, ir, + V(-ı). a t!. 


Bey diefen Werthen tritt denmach, wie man aus der. obigen Glei⸗ 

dung (Er — n == h’fieht, die hier in’ 
r— vTohm 

übergeht, eine periodifche Wiederkehr ein, fo oft zwey Zahlen'r und re 
um ein Vielfaches des Wurzelerponenten m verfchieden find. Die Ans 
zahl diefer verfchiedenen Werthe ift glei) m, und man findet dieſe 
Bertbe, wenn man aus der Reihe der von — oo biß P00 fortgehen- 
den ganzen Zahlen, eine Anzahl m nad) einander folgenden, am eins 
fahften die m Ffleinften pofitiven Zahlen o, ı, 2, 3...m— ı flatt 
r fept. Sollen überdieß, was immer wünfchenswerth bleibt, die Zah⸗ 
lenwerthe der Bogen — und errnr fo Flein, als moͤglich, aus⸗ 
fallen, ſo wird man die eine Haͤlfte der Werthe von r aus der yofitiven 
und die andere Hälfte aus den Meinften negativen Zahlen wählen, folg« 
lich alle zwifchen — m und + m liegenden ganzen Zahlen nehmen. 

Von allen diefen Werthen werden übrigens nur diejenigen reell 
(rt ı)r 

m 


ſeyn, für welche sin, — = o und sin. = 0 ift. 


Auf diefe Weife findet man für V(-- 1) die Werthe 
\ 8 k 
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cos. o + Y(—-ı).isno=- ı und 
co.x + Vl-ı). tin. — 1. 
Zur Ver 1) aber hat man 
cos, (-7) t V(-ı). sin. (— 7) = 2(—-1— V(3), 
cs.0 + V(—-ı). sino=-+ 1, 
cos. (F) + Y(—ı). ein. (7 7)= :(— ı + V(—3). 


Für —*8 endlich findet man 
cos. -3) + V(—ı). sin. (-:) = :(1ı— vV(—3)), 
vo. x + V(—-ı)si.n=— ı, 


zo (Z) + V-N. in. (3) = !G +V-3)). 


$. 71. (Auflöfung der reinen algebraitchen Sleichungen), 
&o nennt man nämlich die Oleichungen der Form 
ıı TAmo, 
wo A eine an fid) pofitive Größe darflellt, für weiche wir bier a® fegen 


wollen. 
Diefe Gleichung une fofort 


ve ta VA. VCCOS VY(GXO. 


Da wir aber bereits die Werthe von Vc + ı) in $. 70 gefunden 

haben, fo find auch Dadurch die Wurzeln der Gleichungen 
x" + a = 0 
für alle Werthe von n bekannt. So find die Wurzeln der Gleichung 
xAUn ar 0 | 
alle in der allgemeinen Form enthalten: Fe 
| ar | 

| malen I!r + v1). in - J, 
und die Wurzeln der Gleichung n I 
x — 22 0 


werden fämmtlich die Seftalt haben: 


$. 72. "17: 


oa [eo 3 —E + vo. sin. 2], 


wo r alle zwifchen — zn und in liegende ganze Zahlen bezeichnet. 
Ez. I. Für 2 + a? == 0 hat man 
x=n(co.:r + V(—ı)sin.!x) und 
x 2 (cos, x — Y(—ı) sin.:x, 
alſo ift auch 
2 > a=(r—ay(—ı). (x + avV(— ı). 
Ex. 1I. Sür x — a7 == o erhält man; 
x=a(co.0o + V(—ı) sin.o) oder 2, 
x a (6cos. 8 4 VC ı) sin. Ix), und 
x= — js[ı - Vs FV(io+avV5).vi—ı)] und. 
x=a (cos 2x + V(—ı)sin.!x), und endlid 
x = — jalı-V5F Vlio—ayv5). v—ı)], 
weil nämlich 
sin. 3x = sin, 72° = iVY(ıo- ay5) und 
sin. x — sin, 36° = zVY(io—ayV5) 
iR; fo daß man daher die Gleichung x’ — a’ = 0 auch durd) die ange: 
führten fünf zweynamigen Baftoren, oder auch durch einen zwey und 
‚iwey dreynamigen Baftoren, nämlich durch dad Produft 


"rad [et vo-vo+te] 


+ va+V9+e] 
duſtellen kann. 


$. 70. (Entwicklung der Eyponentialgröſzen und der £o- 
garıthmen aus dem Binom). Da die drey Reihen, welche wir oben 
(,41—43) für diefe drey Zunftionen gegeben haben, durch daß ges 
lommte Gebiet der höheren Analyfe von der größten Wichtigkeit find, 
ſo wird es nicht unangemeffen feyn, ihre innige Verbindung unter einan⸗ 
der hier naͤher zu zeigen. 

Sey alſo u — ar, fo iſt auch ſofort, was auch n für einen Werth 
Naben mag: 

u=[(t +a— ı)). 

Entwidelt man diefen Ausdrud nach dem Binom ($. 41), fo müf- 

Im, da die Größe n auf den Werth von u feinen Einfluß haben kann, 
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alle diejenigen Glieder, welche n enthalten, ſich gegenfeitig aufheben, 
Es ift aber zuerft, wenn (1 + (a— ı))° nad dem Binom entwidelt 
wird: 
G+eg si taa- + Te 

+ m @—ı? +. .. 

Ordnet man dieſe Reihe nach den Potenzen von n, und nennt 
die Coefficienten a, B, y, d..., fo hat man " 

G+a-ıy=sırant+ßattym +... 

Zu unferem Zwede ift es aber nur nothwendig, den erften dieſer 
Goefficienten oder = zu fennen, und man hat, wie man fieht: 
a=a-ı) ta? +3a—- ta he 

Entwickelt man dann das Binom | 
a=[ıt(@n+Ba +ym +), 
oder, wenn man der Kürze wegen 


P=atßn + yn +... 








feßt , daB Binom 


= Pnjr 
fo erhält man u \ rem 


um 1 +3>.Pn + IT Pin + 2.2 7n.*°9 Dans + ... 











n.ın n.2n.dn 
oder 
n=ı+x.p + IZ2,p „Ep... 


Da fi) aber in dieſem Ausdrude alles, was die willfürlice 
Sahl n enthält, aufheben muß, fo bleiben von dem Goefficienten: blof 


Die Theile x, -—, —z.. und von P bleibt bloß der Theil a, f 


daß man daher Bat: 
um a! = ++ Le nt... 
welched die erfte der gefuchten Reihen ift; diefelbe, die wir oben ($. 43) 
gefunden haben, nf fi die Größe a leicht beftimmen läßt, die bekannt 
lich gleich log. nat, a iſt. u 
I, Aus derfelben urſpruͤnglichen Gleihung a = u folgt abe: 


‚au 
(Gi Fa „+ y,. oo 
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Entwidelt man beyde Binome, fo erhält man, wie zuvor: 
G+a— ))"=ı+nra—ı) + —_—— (a — 1) +. 
md 
(F(w— i = ı + n (u—ı) - — _ (— *4 . 
Sept man beyde Reihen einander gti, fo iſt 


xz.nx—ı 


E) ++ ea) ++... 
oder da fich bier w wieder alle in.n multiplicirten Slieder aufheben miſen 


I—) -—. . I @-ı) — Ha—ı) +.. 
Wir Jeden aber bereits oben erhalten: 


alſo iſ auch u he, Ho 
= - (a — ) — !:(a—ı)? +...) 


Da aber a —=u wear, fo ift auch in demjenigen Syſtem deſſen 
Baſis a iſt, 
und daher iſt 
log. = (a — 1) — (u — ı)! +3@—ı)'— ..J} 
übereinflimmend mit $. 42. | 
II. Um die Graͤnze zu beftimmen, welcher fi der Ausdrud 


x log. u; 


(+ x)" immer mehr nähert, je Fleiner x wird, fey x =-, fo hat 
man: 


eltern) 


+3('-9(: -: +. 


Da aber die Glieder dieſed Ausdrucks, welche die Größe co ente 


halten, alle pofitiv find, und an Werth und Anzahl mit u zugleich 


wachſen, fo muß auch dieſe Groͤße ( + 2)" mit der Größe w us 
gleich wachſen, doch ſo, daß ſie immer zwiſchen den von Grängen. 
ı 2 ud 
ı ++: +3 +3+-.- 
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enthalten bleibt. Da aber . 

—sıytrstpe+®er... 
für ze: an: | 

=ı+:+53+5+- 

fo find jene beyden Graͤnzen, zwiſchen welchen die Größe n( ı +-- YY⸗ 
wenn «immer waͤchſt, oder die Größe (+ * y wenn x immer ab» 
nimmt, enthalten ift, gleich 


'g und 3,* 
und der Werth, dem ſich dieſe, immer zwiſchen 2 und 3 enthaltene 





Größe, ftetd mehr und mehr nähert, wird deſto genauer gefunden wers 


den, eine je größere Zahl man für o in dem Ausdrude ( ı + :) 


annimmt. Iſt z. B. @==10000, fo findet man. mit Hülfe der befanns 
ten Cogaritimen » Tafeln für die Graͤnze diefer Größe 


(6 4 = a) = 2.7183.. 


oder dieſe Graͤnze ift die Baſis e der natürlichen Logarithmen ($. 44). 
II. Sep a = ı +kx undx eine immer fleiner werdende Größe, 
alſo auch | 


ad 


a — ı 





= k 


x 
Segt man aber a= ı + b, fo geht die Gleichung 
| a em ı — kx über in 
((+b) = ı + kr, 
und wenn man (1 -4-b): nad) dem Binom entwickelt, ſo hat man 


ı+x. b+ by BEE, b+L..=ı-4ka, 
oder. wenn man Buch x dieidirt: ' 


Xx — 1 x— 1.1—2 


— 


oder .endlih, wehn x = o geſetzt wird, fo hat man für den Graͤnz⸗ 
werth von k 


b: b>| hs 
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Diefe ee iR-aber dmch:$.40) Weil logeans (4-5), af iR 


a8 — 1 





= log.a, 
rorausgeſetzt, daß x unendlich klein iſt. 
IV. Sey ferner xem 2 ‚ wo x wieder unendlich Flein, und 0 un⸗ 


endlich groß vorausgefept wird. Dadurch geht die vorhergehende Glei⸗ 


„> 


dung a = ı + lx in folgende äber: 


J 
 —-ı Fix oe a = (ı + kr). 
Entwidelt man “ + Ka)" nad dem Binom, je hat man 


v=ı-H9. kx + ZI „k? MT he ... 
oder da O==co, Kon Or in u 
Kzy3 ksys 
v=r+iy+— tiast 


übereinflimmend mit der Wer in s. 43, wenn k— log. nat. a gefegt 
Es ift daber 
(1 + x log. nat. a)? deflo näher via 


je feiner x und je größer 0 ift, alfo auch 


(1 +x)° oder (a + x)” deflo näher gleih ec, 
je Heiner die Größe x ift, wie zuvor, | 
V. Man kann noch bemerken, daß man hat 


Vatg=ı 414 ta Hm 4... 


Gebt man aber in —* aa x gleich Null, fo Hat man 
Vısı + + +o5+. 
und da (nad 6.44, 1) * Its Reihe gleich e ift, fo hat man auch 


e= Yı dr e = 1”, 
‚wenn x unendlich Flein ift, wie zuvor. 


123 = S. 123. 
6. 73. (Ableitung des Binsms, der Cogarithmen und der 


 Eyponentialgrößgen aus einer ihnen allen gemeintchaftlichen 
. Reihe), Sey die unendliche Reihe gegeben: 


ı ter tac +) — ta ++); +... 


Da diefe Meihe offenbar von ber Groͤße a anf irgend eine Weiſe 
abhängt, fo wollen wir fie, als eine Suntsion von a, durch fa be» 
zeichnen. 

Verwandelt man a in b, fo wird man eben fo aben: 


+ br +6 +6 + + + 


Wenn man diefe beyden Reihen durch einander multiplieirt ‚bo 
erhält man, nad) einigen einfachen Reduttionen · 


GTDEAGAMGPBAMS — 
+ nee 


und da diefer Ausdruck völlig diefelbe Form Bat, wie die beyden vor: 
bergebenden, fo wird man ihn, unferer angenommenen Bezeichnung 
gemäß, durch f(a-+-b) ausdrüden Fönnen. 

Daraus folgt alfo, daß unfere eingeführte Funktion bie Eigen: 
ſchaft hat, daß für fie immer die Dong befteht 3 

fa.fb=f (“+b)...(D, | 

und man ſieht zugleich, daß, nach der angenommenen Bezeichnung, 
immer f(o) = ı feyn muß. 
I. Sept man in ber Gleihung (1) ftatt b die Größe b-+c, fo 


hat man 
fa. f(b-eo) = f(larb-+ co), 
oder, da bereitd f(b-+-c) =fb.fo war: 
fa. fb. fe f(fa-b+te); 
und eben fo findet man auch 
fa. fb.fc.fd= fa tb Fc Hd) u ff. 
Nimmt man aber in diefen Ausdrüden a=b=c..., und ſetzt 
die Anzahl diefer Buchflaben gleich n, fo vor die legte Gleichung in 


folgende über: 
. (fa = f(ae)... (ll), 





oder die vorhergehende Reihe fa auf die ate Potenz erhoben, ift gleich 
diefer Reihe fa, wenn man in ihr flatt a die Größe na fept. 
"Sept man aber in der Gleichung (I) oder in fb.fc=f(b-+o) 
die Bröße o gleich a — b, fo erhält man 
= fa-b)... (iD), 


oder die beyden vorhergehenden, durch fa und Lb bezeichneten Neiben, 
geben, wenn man fie durch einander dividirt, die Reihe fa wieder⸗ 
wenn man in der legten a in a— b verwandelt. 


Endlidy gibt die Gleichung (I), oder (fb) = f(ab), wann 
man in ihr nbema fegt: 


| (+2) — fa oder 
Via=f!...(m, 
oder die ate Wurzel der vorhergehenden Neihe fa ift gleich diefer Neihe 
fa, vorausgeſeht „daß man in derſelben ſtatt a ſetzt. 


II: Druͤcken wir nun die Gleichung u) oder (fo) = fna um» 
ſtaͤndlich durch die ihr entfprechenden Reihen aus, fo het man 


(+2. +04 + a4 a +.) + .) 
=ı--na.xtna (na +) —+na(na+h) (da-+ak) — +. . 


Sept man in diefem Ausdeude a=ı und kea—ı, fo erhält 
man fofort 


(+7 =ı+ ax + ——r tr 





| 1.2.3 
welches das befannte Newton’fche Binom ift (4.41). 


TI. &egt man aber in demfelben Ausdrude k=0, ax 
wdn—hzx, ſo erhält man 


(Hitstost-)"= BE Er ve L.. 


Von diefer Gleichung ift aber dad erſte Glied (nach $. 44, 1.) 
gleich er“, wenn e die Bafis der natürlichen Logarithmen bejeihnet; 
alfo iſt auch 

h’x> 


ey Dratmate 


1,9 
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», . IV. &egt man aber a=er per h==log.nat. a, fo hat man 
a«=ı +-- (log.nat.a) + —(log.nata)? + - * 3 (log.nat. a)’ +... 


und denfelben, Ausdrud für die Erponentialgröße a haben wir auch 
oben ($. 43) gefunden. 

V. Sept man endlich in dem lehten Ausdrucke (Nr. IV. )die Sröße 
x=n und amı--z, fo hat man, wenn wieder log, ftatt log. nat. 


gefeßt wird: | 
a+P=SıH+ lat = pol + +.. 
Da aber bereite oben (Nr. 11.) erhalten wurde 
a4 Hr tler... 
fo hat man, wenn man beyde Ausdrüde einander gleich fegt: 
+ + u de 
— +0 -)I-+a- )e-9— ti 
alfo auch, wenn man in diefem Ausdrude n = o ſetzt: 








x 


: x? 12 
les 49 — 7 tr .y 


‚wie auch bereitö oben ($. 42) gefunden worden ift. 


674 (Erweiterung von Alaclaurin’s Theotem). Bezeich⸗ 
wet zuerſt u irgend eine Bunftion von x, die man in Beziehung auf die 
Potenzen von x entwideln will, fo wird diefe Entwidlung im Allge⸗ 
meinen die Form haben: Ä 


= U+rrsg tig trgt. trat. 
wo Ug, q. 95... von x unabhängige Größen bezeichnen. 

Es iſt Mar, daß M der Werth von u fürx—o iſt. Differentürt 
man aber den gegebenen Ausdrud von u mehrmal nach einander, fo 
erhält man: | 
Zeg+tsg+t3rgt..o 


' du 


I: > 2 + 3.3X0; + 3.4x?gq, + 222 


d’u 


is > 2.3; + 2.3.4X9 + . eng 
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und man ſieht, daf man für jede ganze pofitive Zahl m erhält: 


deu 


ar 3... + 1.2.3.0 Fı)ıpr, \ \ 
+ 1.2.3... + 2)? +. 
Setzt man alfo in diefem Ausdrucke ‚ nach der Difere 
tietion, die Größe x=o, aba man 


— dau Ir 
Gr — 1.2. 3 - (2); . 


und darin beſteht das bereitd oben 6 40) angeführte Theorem Mac: 
laurin’d, wenn u blog eine Funktion ven einer einzigen Größe x x if. 
1. Iſt aber u eine Funktion von zwey veränderlichen Größen. x 
und x“, und will man u in Beziehung auf die Potenzen von x und 3! 
entwickeln, fo kann man diefe Entwistlung fo dagftellen:: 


Urin. t+ wach gute: 
Frg.ıt+ırtg . Ferm...” 





= 


— 


1 


+ xt go... +xsıtq..+... 
+ 2"2.5+- 
und man findet auf diefelbe Weiſe den Coefficienten In.u des robuti 
—X durch den Ausdruck 


— 1: j da 
ge. = .3. 3. o.n,1.2:3. (8) ’ 


wo wieder, nach selonderer Inifferentiation x md x’. gleich Null ge: 
jegt werden fol. . Um z. B. die’ dritte der vorhergehenden fenfrechten 
Columnen zu erhalten, wird man a4 n’=3 fegen, und dann fürn 
und n’ alle ganze und poſitive Zahlen neomen, deren Summe gleich-3 
it, alfo 
n geh 3 2 ı 0 und 
v * o ı 2 3: 
ſetzen. . 
Ex. ©ey die Funktion - 
u = (x bh)». (x Pen 
gegeben, fo hat man: . 
Um hehe, .: 


d 1, 
go= (= = mhr-the, 


qo. = (65) = nhrkm und 





gu. = Ft ee, 


Men ui 
ga ——h kei, 














u gu. mn I ham u. ſ. w., | 
und daher die gefuchte Entwidlung der Bunftion u mm (x 4 bh)" . (x/ 4 h) gleich . 
hale + mhmmtan.n + ZI nein ge ATI . 
nkrmihbe, x 4 * h-L, x- —* brapı-ı u... 
& Ä 4 — hei, xt — us hraikemı zu! —,,, 
+ Te bee +... 


IT, Iſt überhaupt uam f(x, z/, 2...) eine Bunktlon von mehreren veränderlichen Groͤßen x, x’, x//..., und 
wi man fle in sine nach den Potenzen und Produkten von x, x/, x’... geordnete Reihe entwickeln, und bezeichnet 
man burch 

ya, wu am .. Gn.atıat aa 
dadjenige Blied dieſer Heide, weiches dad Produkt x. x’. xim" ... zum Bactor hat, fo erhält man 
) det +o",..u 
Ton na Bomereacdacın  Adan.doe, wnT7,,)' 


a wo man wieder, nach dee Differentlation, die Brößen x, x, x... gleich Null fegen wird. 





ae 
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$. 75. (Erweiterung des Taglorichen Theorems). Auf 
ganz analoge Weife laͤßt fi) auch. das oben ($.39). gegebene Theorem 
Taplor'd auf mehrere neränderlidhe Größen fortfepen. 

Iſt zuerft uwf(x), und ſucht man Wwof (<+dx), ſo ta kann 
man annehmen: 

wau+gd<c+ dr + qdx +..., 
und wenn man diefe Reihe mit dem ähnlichen Ausdrucke für w in 5.39 
vergleicht, fo hat man fofort für das augenpeine Slied 
’ %. ‚de \ 


= 4 3 — (82), 


und dieß iſt der befannte Taylor (de kehrſatß in feiner größten Eins 
fachheit. 
1. Sft aber u=f(z, x) eine Bunftion von zwey veraͤnderlichen 
Groͤßen, und ſucht man 
u f(x-+ dx, x dr), 
in eine nach den Potenzen und Produkten von dx und dx’ fortges 
hende Reihe zu entwideln, fo fann man annehmen: 


„=ur4. odx + g,, XX. 
+g.dxr + g.dede’ +. | 
+g.,dır... 
Sept man das allgemeine Glied einer jeden vertifalen Eolumne 
diefes Ausdrucks ‚gleich 


den Faktor 


Ge. n . dxrdxn”, 
und vergleicht man diefen Ausdrud mit dem bereits oben ($.53) erhal. 
tenen analogen Werthe von uw‘, fo hat man für den Factor qu.„ dieſes 
allgemeinen Gliedes 
Zw da a“ v 
· TTMMAA (a) 
11, Iſt endlich überhaupt 1 
u=f(x, x’, x...) u 

eine Zunktion mehrerer veränderlichen Groͤßen, und fucht man den 
Werth | 

wm f(x + dx, v dw, with de”;.,) 
diefer Funktion, fo wird, analog mit :dem Vorhergehenden, von; Der 
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« Befuchten., Entwiftung Kain u 8 Agelneine Stied- 








feyn, wo man fi 
Lu SW ver ern j 
So findet man z. B. enn —— Sunftion von vr 
veränderfichen Oröhen Bi a 

wat = + wide... 


Im) vs 
+@3 de + a 2er... 
+ en a —— 
+) drdx’ +. 
+ Gr)" ddr h.. 
a at. 





$. 76. (Allgemeines Reverfionsth, orem.). Die Betrachtung 
der Differentialien einer Funktion u von mehreren veränderlichen Grö- 
Sen, bloß in Beziehung auf eine_derfelben genommen, die uns in der 
Folge zu ſehr wichtigen und allgemelnen Refultaten führen wird, bie: 
tet jegt ſchon ein Mittel dar, eine gegebene Sünftion = +) nd 
den Potenzen einer anderey veränderlichen Größe x zu entwiceln, der 
ven Abhängigfeit | von y durch eine ganz allgemeine ‚eridung gege⸗ 
ben if. 
"m Nie Sleichuag 
75 Flo KXↄSGM- 
eder andere Fuuklionen bezeichnen follen. 
irt man diefe Gleichung in Begiehung auf x und aufor 


= [oo +en.Z]- Frame) m 
=ja+270.2]-Fetsed, | 
die Differential» Codfficienten bezeichnen, die, wie in 


to. 0. 129 


. 39, von beyden Gleichungen identifch find. Elimznirt man aus Dies 
len beyden Gleichungen die Größe F’(o + xp (y)),.fo findet man nach 
einigen einfachen Reductionen 
dy — -dy 
Da aber u oder Y(y) bloß von y abhängt, fo hat man 
d d d ody 
ner) wa neroZ 
woraus man, durch die Elimination von P(5), erhält 


dy .. dy ’ 
7, feinen Werth Hy). zz, und nimmt 


der Kürze wegen 9(y) = z, fo erhält man 


(= = du 
=) 2. 10° 


Differensüirt man diefe Gleichung in Beziehung auf x, fo erhält 


Sept man aber ftatt 


man 


run, @ 
dı dx | 
0: du... | dy 
Allein die Größe 2. — ift nichts anderes, ald (y).p ) · I/ 
das heißt alſo, eine Funktion von y multiplicirt durch 2 ‚ daher kann 


man fie als den Differential » Goefficienten einer neuen Sunftion von y 
anfehen, die wir durch u’ bezeichnen wollen, fo daß man hat 


a du 
du’ du Io dw 
Freier 7 nd —*777 
Kehrt man’ die Ordnung der Differentiation um, fo erhält man 
du‘ | 
d?u d?u’ "dı 


— du 
Man muß aber bemerfen, daß die Nelation 2- 2. * auch 
in Beziehung auf u’ Statt hat, und daß daher auch it 
du’ du’ 
| dis = x. Io N v 
Littromws Anl. 1 böb. Math. 9 
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wie man daraus ſieht, daß u’ aud) eine Funktion von ) iſt, nad daß 
man daher, fo wie früher für u, auch haben muß 
dw dy du‘ dy 
dı "do Io de 
Sept man alfo in dem Ausdrude von * In = fatt 5 — = feinen Werth 


x. Ti und ferner auch ſtatt? Fr . fine * * ſo findet man 


Diferenürt m man dann * Gleichung in Beziehung auf x, fe 
erhält man , 
u 
du d?.2? do 
ds  dido- 
Macht man aber wieder, der Kürze au _ „du und 
— ze wegen, 7 * ds’ 


kehrt man die Ordnung der Differentiation um, fo erhält man 


du” 
du — ds u _ * dx 
dı> Ü —* 


Da man aber ebenfalld 5 No 2. , alſo aud 5 du” ns. Fr 


bat, fo ift auch 
du 
d’u "do 
(=) ur 77 Th 
Bir haben demnach die Gleichungen erhalten: 
@ ut, 
d?u 4 (ei) 


— 


J 65 2 u.f.,* 


dx’ er EEE 
alfe it auch allgemein 


2, em 


Ten 
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Da nun, wie in Maclaurin’s Theorem, die nady den Poten⸗ 
gen von x zu entwickelnde Größe u die Form hat ($. 73) 
= Ursg tg Hr tr. Het 
=) ift, wenn nach der Differentiation die Größe x=o 
gefebt wird, fo wird von dem Tome Gliede 
+ Ga 
diefer Entwidlung der. Factor q. | 
de—ı n d u 
d’u —_ (= do 
ge = =) — dwa—ı 


oder man wird für die gefuchte — der Funktion u nach den | 
Potenzen von x den Auddrud haben 





wo q. * 











u / 





wo U den Werth von u für x=o bezeichnet. Diefelbe Worausfegung 
läßt die Sleihung y—= Flo + xp(y)) in die einfachere y = Flo), 


: uud den vorhergehenden Werth von * in F/(o) übergehen, fo daß 


man alfo in der lehten Reihe 
ſtatt 2=p(y) die Oröfe z—= 9.[F(oJ], 


d . d 
und flatt -— die Oröfe — —= F’(w) 


fegen wird. Hat man alfo die Sleichungen gegeben: 

| u=#(y) um y=F(otxz) 
wo 2==yp(y) wieder eine Bunftion von y iſt, und will man u in eine 
nadı Den Potengen von x fortgehende Reiße entwickeln, fo wird diefe 


Reihe ſeyn 
du ı? d. (z —9— 
24. (29)4 Lu 
| as, (ei 
+3 ET, 


9° 
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wobey voraudgefeßt wird, dab x—o gebe y—=F (ao), und daß dieler 
Werth von „=F(o), in z und u fubllituirt, Z und U geben foll. 
Dieſes fehr allgemeine und wichtige Theorem ift von Lagrange 
gefunden, und jpäter von Laplace in der hier vorgetragenen Geitalt 
dargeftellt worden. 


6. 77. (Specielle Falle des vorhergehenden allgemeinen 
Theorems.) 1. IR die Gleihuug y=w-+ xp(y) gegeben, und 
faht man u = y(y) in eine nad den Potenzen von x fortgehende 
Heide zu entwideln, fo if hier z=p(y), und unter der Voraus⸗ 
fegung x=o hat man 

y=ow, alſo auch Z=—plo) nd UT= yo), 


jo daß daher die gefuchte Reihe iſt 
Bor. 
0 = rw) + (re. TE) + 


1.2 
(yo BA ' 
3 d!. 7.7 + ..y 


und auf diefe Weiſe wurde die Reihe zuerſt von Ragrange gegeben. 
11. IR die Sleihung x = (y—w)yy gegeben, und fudht man 


u=Yyv fo het man and y=o +, und daher iſt a... 
Zür x—o aber erhält man 
 y=w, Z2=(so)”" mad U 60, 
fo daß man daher hat 
rare+zx(co.2) 


de 


R Go .E " 
+ —d. a)... 


1.2 de 

und fo fort für mehrere andere Kormen, die man der urſprünglichen 
Gleichung y= Flo -+-xpoy) geben fann. 

Bir wolcn nun dad Vorhergehende auf einige fpecielle Beyſpiele 
anwenden. 

(4.) Sey zuerſt die Gleichung » — y + y° = 0 gegeben. Man 
ſuche Tem natürlichen Sogarithmus von y. 

Bergleicht man dieß mit Ver Gleichung » — y + xpy = o in 
$.2, 1, ie erhält man | 
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x=ı, alſo auch 9 =. we, 
275 * y0 » vv dom logo und 
d.yo 1 
yy = log.y, » » 1.0, 0. 
fo daß man alfo hat 
w* (n-ı) + ts 3n—1 $(a—ı) 





log. y = log.w + 3 
den. An—3.4n=3 


— vr vr me 
Sirn= o hat man et ı == 0, alſo auch 
log.y = logo + 2 — I +357: .. oder 
of+ı  ı " _ 
log.? =lg. — =. — +7 0. 
(B). Iſt die Gleichung y = o +4 ay” gegebei'und y= zu fuchen, 
fo hat man, wenn diefer Ausdrud mit y—= @ + xpy verglichen wird: 
x=a, alſo auch your, 
y=J, +, Jyo=o, 
d.yo 2 
sy=y, ı » rue 
und die gefuchte Reihe für yn wird ſeyn 


ye 2 w® + a.nw°° —1 


"+ ren n— )am+ı-. 


+- 30 (3m -n— ) (dm -n— 2) wem te 4... 


(C). 3 Die "quadratifche Sleihung a — y 4 hy =o gege 
ben, ſo kann man, durch Hülfe des vorhergehenden Theorems, jede 
Funktion der Wurzeln dieſer Gleichung finden. Iſt z. B. yy=y", 
ſo hat man 


)=am -matrb + 


202 








m. + —— 


m. m+4. m+5 „ 
m.m+5.m+6. m+7 m 
— thats +. 
Iſt aber yy = log. nat.y, fo findet man - 


log.y = log.a + ab + = (ab)? + ab)? 
| | + Eh. 


P 
0 
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(D). Sf die Sleihung xy — asin,y gegeben, und fadt 

man yy=y, fa erhält man 
y=xıFasinx- — _ 
+ Kerr * * (3° sin, 3x — 3 sin. x) 


* — 6 sin. 4x—4.2°:sin,ax) 4... 
(E). Iſt die Sleichung gegeben | 
z=y+tay)% +Py FYy +. - 0. 
und fucht man $y = y°, fo hat man aud) 
z—- y— Ylr+ßı tr? +.-)=0v 
and diefe Gleihung mit der vorhergehenden » — y Fr xzey == no ven: 
glihen , gibt 


. 3 sin. 2x 








X— 1, 


% = at Rr tr +...) 
go=zla+ßz+ye +...) 


Joa = z" um 
d.yo 
do 
Man hat daher, wenn man der Kürze wegen Z= a -} Bz-+- yz?-+.. 


febt: 
y=z—ort!.24+ —d. "T>) 


n 2» +5,.2Z 
T3.3 a. ( das? ) +. 
und diefer Sag enthält die fogenannte Reverſion der Reihen. 
Sept man 
s=ytat +pßsr’ tr +-- 
und fucht man daraus Yy = y, fo wird man in dem vorhergehenden 
Ausdrucke bloß die Größe n= ſetzen. Entwidelt man dann die dort 
angezeigten Differentialien, fo erhält man 
y=ıtız! +b2e +- ce +dIeE ı..,., 
we man für die Bactoren a, b, c, . . . folgende Ausdrüde findet: 


alfo auch 











am a, 
b=2t—Bß, - 
e=daß — y— 5a, 
d= 14a — sıat3 + bay + 32 — 6, 

em — 43a’ 4 B4a’ß —- 2Ba*y — 28 48* + 7aö 


* 767 — «3, 
u. ſ. w. 
VIII. 
Unterſuchung unbeſtimmter analytiſcher 
Ausdrucke. 


6. 78. (Beltimmung dieler Werthe durch Taylor's Theo⸗ 
rem). Funktionen von einer oder von mehreren veraͤnderlichen Groͤßen 
nehmen zuweilen, für gegebene Werthe dieſer Groͤßen, die ſcheinbar 
unbeſtimmte Form : an. So geht z. B. die Funktion 

(x — a)m, br 
(x— a)yſ. log. x 
für den beſondern Fall, wo x=a iſt, in ua=: über. Allein ber Werth 
von u für diefen Fall ift demungeachtet ein beim mter. Werth, da 
offenbar u für x=a entwedet gleich Null, oder unendlich groß, oder 


gleich der endlichen Größe —— 


m<n, oder mean ifl. Stan kann diefe bloß fcheinbare Unbeftimmtpeit 
fogleich entfernen, wenn man die vorhergehende Gleichung auf fol- 
gende Weife ausdrüdt: 


u — (x — a)". 


u = 


z feyn wird, je nadjdem n>n ‚ oder 





bi 
log. x . 

Allein nicht immer liegen die Factoren des Zählers und Nenners, 
welche diefe Erfcheinung hervorbringen, fo offen da, und man muß das 
ber zu andern Mitteln übergehen, die wahren Werthe der Funktionen 
in ſolchen Bällen zu beflimmen. Der Taylor fche Lehrſatz ift zu bien 
fem Zwede in den meiften Faͤllen ſehr geeignet. Sey 


u — 


| — 
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wo X ſowohl ald X’ Funktionen von x bezeichnen. Geht in diefem 
Ausdrude die Größe x in x+h über, fo hat man, na) Taylor's 
Zheorem: 





“ _ dX d?X hi 
X+ 7 .h+ 73:77 tr°.-: 


‘ 
’ dx’ ' 


mg h? 
+ rm ‚Zt... ° 


wo u'=u für h=o iſt. Sit nun die gegebene Zunftion u = = fo 





befchaffen, daß fie für den befondern Werth von x=o inu=: über 
ebt, fo erbält man 
geht, To erh IX, dx h 
atmen: 
dx dX h’ 


dı dx: 


u! 
1.2 


und da auch hier wieder wW=u für h=o wird, fo hat man für den 
gefuchten Werth von ° 


dX dX 
u = T 7x 
. . dX daX’ ⸗ 
Sollte aber auch dieſer Ausdruck 7:; * für x=o wieder 


0:0 geben, fo wird man auf diefelbe Weife 

Ä __ deX dx 
de ' de | 
finden, u. f. w., fo daß man daher von einem foldhen Bruche, der für 
einen beflimmten Werch von x die Geſtalt 2 annimmt, den wahren ° 
Werth deöfelben finden wird, wenn man das erfte oder überhaupt das 
nte Differential des Zählers durch das nte Differential ded Neuners di» 
vidirt. u 

Ex. JI. Sey u — 


u 








— gegeben. Um den Werth dieſes Aus: 


— 1 
drucks für den befondern Fall x1 zu ſuchen, hat man ſchon nach ei» 
ner eriten Differentiation u = m, oder der gefuchte Werth ift 
uznxı'=n 


Ex, 11. Eben fo gibt u = 
nach der erfien Differentiation 


ax? — 2acı + ac? 


bs? — abexı + be2 für x=c 


r— be’ 
und da auch diefer Ausdruc für x=cnod gleih * wird, fo erhält 


— 
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man durch eine zwente Differentiation den geſuchten wahren Werth von 


ad x a 
um — =, - 


Auf diefelbe Weiſe findet man für d den befondern Sal x—o fols 
gende Werthe: - _ 





sin.x sin.2x sin, x 2— cos X. „ x—sinz j 
x x? x3 
log.(ı-+-x) a— Vı_ı ı K1F+z)log.x 
x _ ‘ x2 28 . dı— x)? 
EI — EX — 2X r 
_— — 23 
und eben fo iſt für den Sal x= ı: 
ger _,, —— _., I. 
x—ı ı2—ı * z22—ı n 


6.79. (Fälle, wo fich der Taylor'ſche Lehrlatz nicht 
anwenden läfzt.) Wenn der im Zähler und Nenner für einen bes 
fimmten Sal verfchwindende Factor einen gebrochenen Erponenten hat, 
fo Tage fich die vorhergehende Methode nicht mehr anwenden, weil bie 
Differentiation, wenn fie auch noch fo weit fortgefegt wird, diefen Fac⸗ 
tor immer wieder erzeugt, wie dieß 3.8. bey der Sunftion 





Vi-ı 
um 5 
Vi_ı 
fur x= ı der Fall ill. ’ ° 


Wenn aber irgend eine Sunftion a von x für einen befondern 
WVerth x—a die Form erhält, fo wird man in ihr flatt x den And- 
druck a-+h ſubſtituiren, wo h eine fehr Meine Größe ift, und dann 
den. Ausdrud u nach den Potenzen von h entwideln, wo man gewöhn- 
lich ſchon bey den erften Sliedern der Entwicklung ftehen bleiben kann, 
und wo man fodann den gefuchten Werth von u erhält, wenn man in 
diefer Entwidlung die Größe h= 0 fept. 

In unferem vorhergehenden Beyſpiele erhält man, wenn man 
x=ı-h fegt: 

um, — = —o fü seh 
Vz ah + h? VIER a+h 
fo daß alfo uSo der gefuchte Werth ift. 
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Eben fo gibt u V =, wenn man x=ı--h feßt: 


— oo + 12h 6b? —h5 
u Verukeet == v5 für a. . 


Auf diefelbe Weife findet man 
wet _ = (a1) fr x=a, u. ſ. w. 
—8 
Man ſieht, daß dieſes Verfahren ganz allgemein iſt, und ſelbſt 
da oft mit Vortheil angewendet werden kann, wo auch die beſchraͤnktere 
Methode des $. 78 noch anwendbar if. Hätte man z.B. den Ausdrud 
898-422 + 7x— 3 — ıVır —ı 
ots: —ı + 3V3ıı — x | 
für x 1 zu fuchen, fo würde nach $. 78 erft eine viermalige Differen- 
tiation zum Zwocke führen. Sept man aber in ihm 1h6 ſtatt x, fo 
erhält man 





too abo aVı Ha + ah 
-3+b+:VYı 
Allein | 
VıFab=ı+h—:r +: —ih+... 
ud Yı_m=ı—:h — ih, 
alfo ift auch der gefuchte Werth von 


u — — 5 fr s=ı 


9.80. (Andere unbeſtimmt ſcheinende Formen.) Zuweis 
Ien kann eine Bunftion für einen beflimmten Werth ihrer Stammgröße 


eine Form der Art = oder 0.00 oder ©0— co N. f. annehmen, die 


fih aber immer, durd eine angemeffene Verwandlung, auf die bisher 
betrachtet Seftalt 2 zurücführen läßt. Wird z. B. von dem Bruche 
=, =— für x==a ber Zähler fowohl ald auch der Nenner gleich oo, 


fo kann man diefen Bruch auch fo ausdrüden: 


1 
u mn — 
x 27 


wo er dann für x=a die Form ue> annehmen wird. Wird in dem 


’ 
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Ausdrude u=X.X für x=a ber Factor X=o und X’ =, fo 
fann man dafür nehmen 


u Xx . 


wo dann für xema die Größe u wieder gleich * wird, u. ſ. w. " 
SE. B u=lı—x)tang:xx fürxesı zu ſuchen, ſo hat 


man auch u en ‚, und dieß gibt 


um- fr x ı. 


Auf diefelbe Weife findet man 





1 
sec.x / für . log; uf 

= ı X— 27 — — {1 ur x — 0 
tang. x ni 'cotang. x für ’ 
xa 


= = für x=o, e-*.log.x=o für x=w, 


(1—z)sec.!zı=:x.für x=ı, xlogxo für x=o, 


a 1 — _ F R j a 
!=e "=ı für =, x’i'me ’=- für = ı. 
Die Funktion endlid 





x-ı log. x 
Wenn man aber diefe beyden Brüche auf einerley Nenner bringt, fo 
log. x — xı + ı 
a n)logx 
zweymalige Differentiation des letzten Ausdrude on em um —- 
fe x=ı, uf.w. 


$.81. (Anwendung des Dorhergehenden auf Differen- 
| felgleichungen,) Wenn u=o eine Bleihung zwifchen zwey ver 
änderlihen Größen x und y ausdrüdt, fo hat dad erſte Differential 
dieſer Gleichung, nach $. 59, die Form 


2)i+(E dy=o, , 
wo (5) und &) die partiellen Differentialign. yon u in Bezie⸗ 


hung auf x und auf y bezeichnen. Wenn nun für eimen befondern 
BWerth der Größen x und y diefe partiellen Differential: Coefficienten 
bepde verfchwinden, fo folgt aus der vorhergehenden Gleichung 


dy _ 
di 





gibt um=00— oo für.x = ı. 


hat man u ‚wa u=!: für ı=ı gibt. Eine 


® 
.. 
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Um aber in diefem Falle, den wahren Werth von = zu finden, 


wird man die vorhergehende Sleichung, die man auch fo darftellen Fann: 
Mdx + Ndy = % 
noch einmal differentüren, wodurd man, nach ‘60, Gleichung m, 
einen Ausdrud der Form erhält: 
Pdx® + Qdxdy + Rdy? 4 Ndry = 0 
Da der Bactor N in beyden Sleichungen derfelbe bleibt, fo geht 
der legte Ausdrud in folgenden über: 


Pdx? 4 ar, + Rdy =o oder 
n dr 


P+02 "amt 





und daraus wird man den Werth von I Mr - finden, der, wie 


man fieht, doppelt if. Sollte auch m noch die gm: * haben, fo wird 
man zu einer dritten Differentiation übergeben, u. f. f. 
Ex. Iſt u=y! — 967? + wo: — x =o gegeben, fo er- 
hält man daraus 
y„’dy — Bydy=mx’dx — boxdz; 
und für x=o, wo aud yo ift, hat man 


dy o 
de *7 ü 


Diffexentlirt man aber die legte Gleichung noch ein Mal, und 
ſetzt d!y==o, fo hat man 
3y2dy? — 48dy? = 31?dx? — 5odx? oder 
dy vVii’ 
dx 3y2 — 48’ 


und diefer Ausdrud gibt für x o den gefuchten Werth 


dy__ 25. 
dx — =+t 24 


$. 85. (Meber die Ergänjüng der achlariche Reihe.) 
Wenn man der Kuͤrze wegen | 
d.f d2.f ds.f 
fx = —, fx = ts, u = ra uf. ' 
fest, fo bat die oben ($. 39) gegebene Zaplor’fche Reihe folgende ein- 
fache Geſtalt: 
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f(x dx) fs -f/x.dc+:fVUx.dx? +7 
fo daß demnach die Größe 





zfux.de’+..., 


f(x + ds) — fx 
dx 


aus zwey wefentlich von einander verfchiedenen Theilen befteht, wovon 
der eine f/x von dx ganz unabhängig iſt, während der zweyte, den 
wir dur) dx bezeichnen wollen, bey dem unendlichen Abnehmen von 
dx felbft unendlich Flein wird. Wir Fönnen daher annehmen 


fe +d)— fx 
—- fx + wdx oder 


f(x Hdı)  fr— fxı.dı _ 
dı? — 

Iſt aber dx unendlich klein, fo wird in dem letzten Ausdrucke der 
Zähler fowohl als auch der Nenner gleih Null, oder man erhält den 
unbeftimmten Ausdrud ==. Um den wahren Werth von w zu er- 
halten, wird man alfo, nad) $. 78, das Differential diefes Zählers 
durch das Differential ded Nenners dividiren, wodurch man erhält 

— f («-dı)— fx 


adx 3 


und da auch diefer Ausdrud, für ein unendlich Fleines dx, noch w=* 
gibt, fo wird man dasfelbe Verfahren auch auf ihn wieder anwenden, 
und in dem fo erhaltenen Nefultate f(x + dx) die Größe dx=o 
fegen, wodurch man alfo | 

a — 2fu x 
als den gefuchten Werth von » für dx o erhält, fo daß man da: 


ber dar: 
fx +dı) — fx — f'x.dı 


dx? 


Diefem gemäß werden wir alfo, wie zuvor, fetzen Fönnen 

— — f'x.d 
Ka hen —— — 1fux 4 0,.dx ode 
f(x +. dr) — fx — x. dx — Sf’xı.de 

dx3 

Der legte Ausdrud nimmt aber für dx = 0 die Form > an, 
und er thus dieß auch, wenn man den Zähler und Menner bdeöfels 

ben noch zwey Mal differentüirt. Erſt die dritte Differentiation gibt 


ti 


== 0, 


1 
a, == — fly 
ı 2.3 
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als den gefuchten Werth von wo, für dx==o, fo daß man daher bat 


f(x +-ds). fi — fex. dx — ;fı.dx 
dx 


Faͤhrt man fo fort, fo findet man allgemein 
fx -Ir)=fx -fx.dc+ —flı x. dx? +- 


1 
—— ‚u o ‘ 
: of x- o,.ds 





zfux. dxꝰ .. 


ſe x. — dx, 


und dieß ift der vollftändig e Auodruck des T ay lo r'ſchen Theorems. 
Wenn das legte Glied on. dxrt: für ein unendlich großes m ver» 
ſchwindet, fo geht diefe Reihe in die oben ($. 39) gegebene über. Wenn 
dieß aber nicht der Fall iſt, fo ift ed, wie man fieht, von großer Wich⸗ 
tigkeit, den Werth dieſer Ergaͤnzung für jeden beſondern Fall beſtim. 
men zu koͤnnen. 

au diefem Zwede bemerfen wir zuerft, daß die Größe fx, wenn 
x allmählidh.in x 4 dx übergeht, innmer waͤchſt oder immer abnimmt, 
je nachdem fx, innerhalb derfelben Gränzen von x und x -- dx, 
ftetö pofitiv oder fletö negativ iſt, wie dieß fchon unmittelbar aus dem 
Ausdrude folgt 

f(x +dxı) — fx 
“ dı 

Betrachten wir nun die Zunftion 92 = f(x-+z) — a.z", wo 
a eine Conftante und n eine ganze pofitive Zahl bezeichnet. Dienauf 
einander folgenden Differentialien diefed Ausdruds in Beziehung auf 
z find: 

oz = f/(x+4z) — nazıı, 

guz = fUH(x4z) — (n—ı)naz-, 

pHtz — flu(xhz) — (n—2)(n—ı)naz3, 

geiz = ferı(x-2) — 1.2.3... ( — i) nas, 

pz = ff(xr+z) — ı.2.3...(n—ı)na. 

Iſt nun der Ausdrud fx der Art, daß die Differential» Coeffis 
cienten fix, f"x,... . bis fe-'x für einen beftimmten Werth von 
xenx, verſchwinden, fo werden auch alle diefe Größen p'z, 92, ... 
bis 9°: z verfhwinden, wenn man in ihnen x—=x, und zo feßt. 

Dieß voraudgefeßt, fey nun a der kleinſte Werth, deffen der 


Quotient — — fähig iſt, waͤhrend die Größe x durch alle Zwi⸗ 


= f/z, 
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fhenwerthe von x, bis 2, + dx, übergeht, fo fieht man leicht, daß 
die Größe 

| (rd) — fr 


dx? 
innerhalb denfelben Gränzen immer pofi itio feyn muß, ſo wie ſie im 
Gegentheile, wenn a den größten Werth des Quotienten - — m 


begeichnet, immer negativ feyn wird, woraus folgt, daß der Werth 
ded Ausdrud, 


f(x, + dx) — frz, 
dı? 


immer zwifchen den größten und Pleinften Werth fallen muß, den 


— vn x=x, bex=x,-+ ix erhält, und dag man 


daher die Gleichung hat 
fs, + dx) — fr, _ Fl, + 09.dx,) 


— [4 


dx, 1.2.3..,.n0 


wo d irgend ein zwifchen o und a enthaltener Bruch ift, immer voraus» 
geſetzt, daß die Srößen ix, = ln =ltux,... frz, fämmts 
ih gleich Null find. 

Wendet man dieß auf die vorhergehende Taylor’fche Reihe an, 
fo fieht man, daß diefelbe, vollftändig ausgedrüdt, folgende Form hat: 
If(x-dx)= fx -+ fix.dx ui +- 

’ J n B 
+ Fr Ye PERTWETH x.dı + —— u — r (x-Höir). dx», «(D 

Einen ähnlichen Ausdrud erhält man and für die oben ($. 40) 
gegebene Reihe Maclaurin’s, wenn man in dem vorhergehenden 
x==o, und dann, der Einfachheit wegen, x flatt dx ſetzt, fo daß 
man bat 


x? 13 
f=fo+x.fo +—-fo + — 3. fo +. 
zu—ı 


+ a ro + I PO...) 


wo die Auddrüde fo, fo, .. . anzeigen, daß man, nach der Difs 
ferentiation, die Größe x gleich Null fegen fol. Sept man in dem 
legten Ausdrucke nach der Ordnung n=ı, 2, 3, .. ., fo erhält ° 
man 





zfrx.dy® +... 





fx = fo + xf'(0x), 
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fxv=fo + xfo + Te 
fx = fo - xf/o +— 





uff 


I. ®ir wollen nun das Borfergefente * einige beſondere Faͤlle 
anwenden. Nehmen wir nach der Reihe für die Funktion fx folgende 
Auddrüde: | 

e*, cos.x, sin.x, (1}x)” und log.(ı +2). 
Diefe Größen geben für fox in derfelben Ordnung 
e, cos.(x+-!nx), sin. (x - 202), 
und ferner 
m(m — ı)(m—2)... (m—n-+ı)(i+x)e, 


und (1) in. n en 


Eben fo geben fie für feo die Ausdrüde 
1, cos.:nx, sin.znz, 
m (m—ı) (m—2). .. (m—n-ı) und (—ı).1.2.3...(n—ı). 
Diefem gemäß erhält man daher aus der Gleichung (II): 


—— * oꝛ 


e=ı+- ++: ——*. 





12 x 





1-47 | 
xn—ı : xa 
on eg tie), 
. x> 13 
Di ES Sue ATTADSTA Ä 
za—ı 
+ are JERTTST] sin. — J— sin. (x } ae) 
—— 


49 + m + Fun 


m(m—ı).. (m—n+2) „_, mm). (mat) llama 
+ 1.2.3..(n-ı) x—-4 1.2.3..n x (1-}0x)=—, 


log. +) =r — it + ir... - 
zı-ı _ 1 x u 
+ Fl)" 
Iſt in der zweyten und dritten diefer Reihen n eine gerade Zahl, 
fo find die beyden legten Glieder | 
| 
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2 A2 1 v 
von c08. X . .. — m HH £ " 
+ 1.2.3...(a—2) + 1.2. 3...n cos. un, 


xa—ı 


von Kuba. Krc ve vereerı Balleye ve wer Ka 


Iſt aber n eine ungerade Zahl, ſo ſind dieſe Glieder 


xn—ı ya 





von co. x... — — I 
cos * 1. 2.3... (n — 1) F ‚L.as3. sin. ex. 
—X 
vo oo... — — — 
a im. x · · · æ σ on 9 
Demmach erhält‘ man für n=ı Ä “on 
. . , 'J 
ei — 1 r — 
— — ex, —— sin. 0x, Me con. 9x, 


((r)e— 1 1— 
— = ur, z log: (1 #3) = Tr: Ä 


Für na aber it Br 
emı -x+:x2.00%, co.x == ı .- ixt cos. Oz, 
sin.x = x — ;x: sin. 0x, 


(+2 = ı -nx + :o (m — 1). (4 + 02)": und” 
log. H)mx— ——— 


Ko 
Srößte und FleinfteWerthe Her Funktionen, 


$.83. (Für Funktionen einer einzigen: veränderlichen 
Gran), SR u=mfx und geht x über in x-f-h, fo erhälf map ($. 39) 
du ® du. .b du: 
“—u=h.—+ Its st: 
ud eben fo, wenn x in x — hübergeht: „ | 
du ir deu bt du... 
ds +73 1:20 de 1.1.8; ge j : 
Ben nun file einen beſtinmten Werth von x ze B. freie, 
de Funktion u, die wie für diefen Gall darch (u) bezeidgmen auoll⸗n⸗ 
größer oder Peiner ift, als die ihr zunaͤchſt vorhergehenden and ihe 
Littrow's Aal. a. hoh. Math. 10 


ud 
ı.2 


‘- u=s-—h, 
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sunäcdhft folgenden Werthe von v, fd ſagt man, daß für 24 ber 
Werth (u) in jenem Falle ein größter‘, und in diefem ein Fleinfter ift. 

Bemerken wir noch, daß in den beyden vorhergehenden Reihen 
die Seoße h immier ſo ‚Hein angenommen werden fann, daß dad erſte 


Glied h. = die Summe aler übrigen Glieder überteifft. Dem wenn 
in einem Yusdrude der Form 
Aue + DM HR +. 

die Erponenten alle pofitiv und ſteigend ſind, ſo vB Bra, y>Bufı 
fo kann man diefem Ausdrude aud die Geftalt geben: 

ha (a4 Bhf cher ...); 
und da bier die Erponenten B—a, y—a... alle pofitiv feyn müffen, 
fo wird man offenbar die Größe h fo Flein annehmen fönnen, daß dad 
erſte von h unabhängige Glied A größer wird, ald die Summe 


| Bhrze L cher... 
aller folgenden Glieder. Man wird alfo auch in den beyden Reihen 
für w —u die Groͤße hs fo Fein nehmen fönnen, daß Thon das erſte 
©lied h Se dieſer Rrihe entſcheidet, ob w— u poſitiv oder negativ iſt. 
Dieß vorausgeſetzt, hat man alſo für dieſe beyden Werthe 
| “—u=H+h, = ‚ 
d. h. die dem für sa zunaͤchſt vorhergehenden oder zunaͤchſt folgen: 


den Werthe von u werden, die einen größer nnd die audern- Feiner 
feyn, als das zu za gehörende(a). Deninad) wird (u) nur dann ein 


Größtes oder ein Kleinftes feyn Pönnen, wenn dieß erfte Glied h. = 


ganz. verſchwindet, d. 5. wenn: >= = oift. 


y 
Lı 


- Xp diefem Falle ift aber fär poſitive und — * fuͤr negative 
Werthe von h, der Ausdrud von 


.  $® da U 
u — u = 
u * "dx ‚ 
d’u "du. 
immer pofitiv, Wenn —— vofit itiv ft ‚ * negativ, wenn — negativ 


dx 
iſi. Sn‘ dem erfien Falle ift aber (a) ‘Meiner und im zweyten größer, 
als alle ihm naͤchſtliegenden Werthe: von u, das heißt alſo, Ku) iſt, der 
vorhergehenden errtärung zu Folge, Am. erſten zaue⸗ ein  Aleinfied und im 
zweyton ein Größtee. Deloe. 


* 
) 
. ls. k DE Ze — 
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| Darausfolgt demnach: Die Größe u Fann nur Dann ein Größtes oder 


ein Kleinftes feyn , wenn neo it. Sucht man dann aus diefer 


Bedingungsgleichung den Werth von x, und fubftituirt ihn in = ‚fo 
wird u, für diefen Werth von X, ein Größtes oder ein Kleinftes feyn, 


d? . no: 
wenn Fer: negativ oder pofitiv iſt. \ . 


Iſt aber diefer Werth von = ebenfalls, fo wie = gleich 


Null, fo hat man, wenn man wieder zu den erften Gteichungen zus 
ruckgeht: 
h> dsu ha da u 


u — um — — 


= 33 i5 tr ı73 m 227 
und man wird, wie zuvor, finden, daß nur dann ein ſolcher Werth 
von u Statt haben kann, wenn auch noch m = 0 ift, und daß, in 
diefem Falle, der gefundene Werth von u wieder ein Größtes oder 
Kleinftes feyn wird, wenn nr negativ oder pofitiv ift. Iſt aber auch 
ni ara Null, fo muß für die Exiſtenz eines folchen Werthes von u 


328 — gleich Null feyn, und dann: wird der pofitive Werth von 


= ein Bleinfes, ber negative aber ein Größtes geben u. f. w. 


Ez.I. Sey un +4x-+ 2, fo hat man 
du 
„= 2x +4=0% 


und da aus dieſer Gleichung 4 20 ein beſtimmter Werth von x/ 
nänlid x=— 2 folgt, fo iſt ed moglich, daß u fuͤr dieſen Werth 
von x ein Größtes oder ein Kleinftes ift: Differentiirt man aber die 
‚gegebene Gleichung noch einmal, ſo erhaͤlt man 


und da der Werth von poſitiv iſt, ſo wird die de gegebene Funktion 
u fuͤr —2 ein —*8 naͤmlich um —a; - ‚ 


Ex. Il. Sey met Br paar — 24xcHh ı2, fo has man 


ä 
aut ur tun 


io * 
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* = 4Gr — ıax-- un). 


. PT ‘ ” 
. Aber © 720 gibt x — br + —E 0, und von dieſer 


Gleichung lad die Wurzeln x=ı, x=2 und x=3. 


d? . . . 
Für x=ı hat man 8, alſo u ein Kleinſtes für 31. 


Fuͤr x=a hat man —— 4, alſo u ein Größtes für x 2. 


dx: 
I gür x3 hat man = —=8, alfo u wieder ein Kleinſtes fürx=)3. 
Ex. IL Sey u=a-+-b(x—c)*, fo hat man 
du 


78 4b (x — c)’ = o, woraus folgte x = c. 
Allein für x — deu __ du | 
ein für x==c findet man aud) *0 und 0, und 
erdlich I 2083 alfo it, für <=, der Werth von u ein Größ⸗ 


tes oder ein Kleinfteö, wenn b negativ oder pofitiv it, 
Ex. IV. Stu=a+rb(x—e), fo hat man 

I = 3b (x — c)? = 0, woraus folge x = c. 

.„„ a? d | . 
Aber x=c gibt I: =o um = 6b; alfo hat diefer Aud: 


druc von u feineu größten oder Fleinften Werth.. . | 
1. Es iſt bereitö oben ($. 40, I.) bemerft worden, daß fich die 
Entwidlung der Funktionen, für befondere Werthe der Größe x, nach 
dem Taylor’fhen Lehrfage nicht immer vornehmen läßt, Dieß trifft 
nämlich dann ein, wenn dieſe Entwidlung der Funktion a, nachdem 
‚man in ihre x-+h flatt x geſetzt hat, ihrer Natur nad) aud) gebrochene 
oder negative Erponenten von h enthalten muß. Allein Die vorherge 
henden Schlüffe werden auch dann noch anwendbar feyn, wenn au 
die Entwicklung von u die Form . 
‚w— u=Ah BL ch+... 
‚haben follte, wo a, B, y-.. gebrochene oder negative Erponenten find, 


in welchem Kalle aber dann die Differential= Goefficienten =, = . 
auch unendlich groß werden koͤnnen. 

Diefem gemäß kann man daher zur Beflimmung der größten und 
kleinſten Werthe der Funktionen auch folgende Vorſchrift aufitellen,, die 








} 
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felbft noch allgemeiner ift, als die vorhergehende, ba fie nicht nur auf 
bie eben erwähnten befonderen Fälle, fondern überhaupt auf alle moͤg⸗ 
lihen anwendbar ift. 


Man fege * gleich o oder auch gleich oo. Aus dieſer Bedin⸗ 


gungögleichung finder man einen beſtimmten Werth von x, z. B. x4. 
Sept man dann x—a +h, wo h unendlid) Flein iſt, in der vorher 


gehenden Bedingungsgleichung, und ändert dabey * ſein Zeichen 


[indem z. B. * für x=a-h pofitiv und für x=a — h negativ wird], 


ſo kann die Funktion u für x=a ein Größte oder ein Kleinſtes feyn. 


Um dieß zu entfcheiden-, fege man auch in der gegebenen Bunftion u 
flatt x die Größe a+ h, wodurch alfo u einen doppelten Werth erhält, 
den wir durch w’ bezeichnen wollen. Dieß vorausgefegt, har für x=a 
ein Größtes Statt, wenn beyde Werthe von u’ Pleiner ald u find, und 
ein Kleinftes, wenn beyde Werthe von uw‘ größer ald u find. 
So war im dem vorhergehenden Beyſpiele 
| u=a- b(x— c)*. 
Seht man 2 20, ſo findet man 
du 
| 7, = 4b «— ec’ =0, 
alfo auch x—=c. Setzt man aber in diefer Gleichung 
4b (x — c) 0, 
ſtatt x die Größe o + h, fo findet man 
d 
—=4b(+ h)", 
und da ſonach * fein Zeichen ändert, ſo kann die Funktion u für 1 
einen größten oder Meinften Werth haben. 
Sept man nun au x= c + h in der urfprünglichen Gleichung 
u=a-+b(x—c)%, 
fo erhält man 
“=a4b(+hi%. 
Iſt daher b eine am fich pofitive Größe, fo ift in deyden Faͤllen 


w>u, oder xe=c gibt einen Meinften Werth von u. Sit aber b eine 
negative Größe, fo ift u’ <u, oder xamc gibt einen größten Werth 


van u, ie zuvor. 
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Eben fo hat man für die Funktion 
u=a-+b(x— c), 
wenn man = =oo ſetzt, x=c. Aberx=c+hin = ſubſtituirt, 
gibt: 


u ab 


sth 





oder 2 ändert fein Zeihen. Setzt man aber auch x==c + h in dem | 


urfprünglichen Ausdrude von u, fo erhält man 
“=a+b(th); 


alfo auch, wenn b eine an fich pofitive Größe iſt, in beyden Faͤllen | 


u>u, oder x=c gibt einen Fleinften Werth füru. 
Endlich gibt die Oleihung u — — Z wein man ihr Dift⸗ 
rential gleich Null ſetzt, 221; alſo eutweber x=ı derx—=—ı. 
Für beyde Werthe von x ändert = fein Zeichen. Überdieß gibt 


x—ıH+h die urfprünglihe Funktion u — — .+h?, alfo w<u; 
und eben fo gibt xz=— ı + h diefe Funktion We — 2 +41 
alfo auch u>u. Daher ift die gegebene Zunftion u für x=ı ein 
Brößtes, und für z=— ı ein Kleinſtes. 

Auf diefeibe Weife wird man auch finden, daß 





ı=- — fürx=o ein Groößtes und für x—2 ein Kleinſtes gibi, 

und daß 
———— für x—Vs einen kleinſten und für x—=— Va einen 
—gr+3ı +2 — — 


hen Werth hat. 


Jog. nat. - . 
RT 7 und an=ox" geben jede 


Dig beyden Ausbrüde u = — 
für x=e einen größten Werth, wenn e r wie oben, die Baſis der na: 
türlichen Logarithmen bezeichnet. 

Eben fo gibt 

= — für s= — dad Minimum u e log. a Und 
nv = x.,c7 gibt für x» dad Maximum u wu ar. ec”, 
u = e + e7—2 cos.x gibt für x=o dad Minimum u=0, 
u — or eri+2cos.x gibt für x=o dad Minimum ut: 
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fenu, x . oder x, x durch eine ne noch —— — gegeben 
find. Um das hier zu beobachtende Verfahren ſobieich durch ein Rep: 
 fpiel deutlich zu machen, fey die ‚gegebene Gleichung , 


y — ay+tr— bad; ze — 
Das Differential derſelben iſt ) on, 
end ar—nie oo . 
uihin 36. 
Sept m men alfo Im 0, ſo hot man ay rn b PER TER — — 


Verbindet man aber diefe lehte glechang mir der En 
gegebenen, fo findet man =" "- "- er si 


x ah "und. y: 
ı — a?- Nas 


Um zu fehen, ob diefer Tepte Werkhivon — Pre ia 


fier iſt, fo hat man für dad er Die gegebehen, Ski hing 


day ; ' Fu Art 555. 
6, — 13) 7 „dr * —824 —*8* ad and 
“ dy . , AT 9 * BEA SU. 5 —8R 1% 2 
oder da bereite 7, = if: ii; TG 


% 


I, g- De =4.0% 121°. 


oder endlich, wenn man in diefem Ausdrude für wiund y die — * aq 
fundenen Werthe ſubſtituirt: 


ni, eat nr 


d?y 1 
mn via tun 


Iſt daher b eine an fich pofitive Größer und ninmt mann we 
der Wurzelgröße Vn — a: das pofl itive Zeichen ’ go iR 5 * eine negt 








——— - 7, 
tive Größe, und daher der oben iefunden Berh y= > ein 
ri, gig tt: a „48: °’ Mi 
Größtes. ar RR 

Die Gleichung u 
y⸗ 4 x’ — 34*5 — * J.. 5 
gibt eben ſo — 

ı dy R J 
„= 0 oder, ay — x =.0, FR ya” 


woraus folgt, DAB 
x Va für y dae Maximum y == BER Pr 


N 


1. | . 
y. 84. (Sit Sunkkiinet von zwey verãnderlichen Größen). 
Iſt — ** y) wine Funftion von x und y, und laͤßt man x in xh 
und yhıy-Hk übergthen, fo erhatt man, nach dem Vorhergehenden/ 
du 


“—ı=(7, + (& 
+: (= )* + any + (FW L.., 


und man wird, wie in $. 83, jeigen,, daß die Zunftion a nur dann 
einen größter oder Feinften''Werth haben Tann, wenn! dis mh und k 


nltiplinieten Glitder „jeded für ſich, gleich Null find ‚Dan wird da⸗ 
ber die beyden Bedingungsgleichungen haben 


6) *⸗ und 6)2. 


und ſauq ihnen einen heffiminten Werth yon x und y, 4 PB. x=a und 
Y mb; nhleiten für welchen die gegebene Bunftion u ein Größtes ober 
Kleinftes feyn kann. Ob ‚aber diefes in, der That der Fall iit, und ob 
dann die Funktion u für g=aund y-b'ein Orößfed oder aber ein 
Kleinftes ift, wird von dem Zeichen des zweyten Gliedes von wW—u 
abhängen. 


Sept man der Kuͤrze wegen bie Größen 13)" en 323,5) Um 


(>). nachbemman in. Harn saundyab gemacht Hat, gleich 


P, Qund R, ſo hat man, da bereits (2) = (7 = 6 if, 
v— u=!(Ph-20hk + Al); 
DREF WENN man. gu diefem Ausdrucke die Größe SE addirt und fub- 
tz. J 

it di, guys (ent — 
= (+ + I). 0; 

oder auch, wenn man P und R, fo wie h und h mit einander verwech⸗ 

jelt, was offenbar erlaubt ift: 


"—a=:R(lı4) +: —E—— — . (II). 


Dieß vorausgeſetzt, wird man Folgendes bemerken, wo wir der 
Kürze wegen PR-— Q?—S ſetzen wollen. 

Iſt P und S pofitiv, fo ift u — u in (I) pofitiv und 

it R und S pofitiv, fo ift „“— u in (IT) pofitiv, 
alfo in beyden Faͤllen der geſuchte Werth von u cin Kleinſtes. 


’ - 
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Iſt aber P negativ und S pofitiv, ſo wu IT) negativ 
und ift A negativ und S poſitiv, ſo iſt wr— a in (Il) negativ, 
alfo in beyden Faͤllen der geſuchte Werth von u ein Großtes; und man 
ſieht, daß in allen diefen Fällen das Reſultat dasſelde bleibss wenn 
man, flatt S pofitiv oder negativ, So fett. 

Sind alfo P und R zugleich pofitio, und ifl überbieß PR—Q* 
Null oder poſitiv, fo it u, für die Werte xo=ma und yb, ein 
Kleinſtes. Sind aber P und BR zugleich negativ, und ifl überdieß 
PR— Q: Null odek poſetiv, fo if :u, für jene Werthe von x und y, 
ein Groͤßtes. 

Ex. I. Um eine’Zahl a in drey Theile x, y und aor-y fo zu 
theilen, daß das Produkt dieſer drey Theile ein Gyoßtes werde, ſo 
hat man 


um=xıy(a—xı— Ze 
Die iwey Gleichungen .. nt. 
(2) = 0 und (2) = = 0 
geben fofort die zwey beſtimmten Werthe 
| a a 
.? '%=; wWy= 3° | 
Subftituirt man Die Werthe in den Gleichungen 


5. = — 2x — 27, 


dy: 

fo erhält man 
PP — =, R=—%; 
alſo auch 


Serge SE 
Ba, P und negativ, and S pofitiv ift, fo ift w ein a 
ies ‚ wenn man = y =}, d. h. wenn man die drey Theile der Größen 


unter ſich gleich ninımt. . un 
En. 11. Waͤre aben fo die: Bleichung gegeben 


"uzı.,y!a—x—y) 


⸗ 


\ 
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ſo geben bie. weg Bleiungen — 
6)26 und On 
fofort die zwey Yeillarıten: Worthe 


2 d 2. 
* a „am =}. 


"Subnet man biefe Werte in nn 
j du u 
En dx, 


ot | fe )= "y(6a 8x gr). 


m): _ vn ax— by), 


= xy (4a — 18x sn. 





fo erhält man 


4 a· a⸗⁊ 
alſo auch — 3 J 


en— .. 
mithin iſt auch das Produkt 
u — xæyr (a x—y) fü 


x =: und y =; ein Srößtes. - 





nn 
0. 
Verwechslung des conflanten Differentials. 





6.85. (Derwandlung der höheren Difterentialausdrücke 
in folche, die kein erftes Differential als sonftant voraus- 
Setzen). Es ift bereit oben (5.38) gefagt worden‘, daß in jedem Aus: 
drude, in welchem zweyte oder noch höhere Differentialien vorfommen, 
irgend ein erſtes Differential als conftant angenommen werden muß. 
Gewöhnlich wählt man dazu dad Differential von x, ſo daß dx=—comut., 
alfo auch dx, d’x u. f. gleih Null vorausgefept wird. Allein man 
‚ann auch irgend ein anderes erſtes Differential, 4.8. dy, oder auch 


J 
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irgend einen aus erſten Difftrentialien- zufammengefegten Auddruck, 
B. yax oder Var? + dy? u.f. als conftant annehmen; und unfere 
Abficht ift es nun, zu zeigen, wie man einen Differentialausdrud, in 
welchem dx == eonst, angenommen worden ift, zu verändern habe, 
wenn irgend ein anderes Differential als veſtaͤndig vorausgeſetzt wird. , 

Zu diefem Zwede wird ed am einfachſten ſeyn, dasjenige Verſahren 
zu ſuchen, welches man anzuwenden hat, um einen Differentialausdruck, 
in welchem, wie gewoͤhnlich, dx==const. iſt, in einen andern zu vers 
wandeln, in welchem überhaupf gar ‘fein erſtes Differential beſtandiz 
iſt. Denn obſchon ein jeder Ausdruck der letzten Att, wie bereits 
a. a. D. geſagt wurde, keine beſtimmte Bedeutung Hat, fo wird es 
doch, wenn man ihn einmal erhalten bat, ſehr Leicht feyn, denfelben 
fo umzugeftalten, daß dabey irgend ein andere Differential conftant 
angenomnten witrd. 


r d 
Sey der Kürze wegen p eh, g= , ı —-— u. f., 
alſo auch, wenn dx conſtant iſt: 
d ds 
= ie yrtr= * u f. ‚ 
wo, wie gewöhnlich, y als eine Funktion der unbeftimmten ober unat 
haͤngigen Größe x betrachtet wird. N 


Sieht man aber y fowohl, ald auch x. ald eine Eunftion einer 
dritten Größe t an, und betrachtet man t als die ungbhängige ober ale 
diejenige Größe, deren erſtes Differential dt conftant ift, fo hat man, 


wie in 6.30, (8 5 (2 *56* >); alfo auch 
2 oder ?= (2): (2 ) 


Differentiirt man aber dieſen Ausdruck von p, indem man das 
erſte Differential von t als conſtant betrachtet, nach 6.28, fo hat 


man ’ , on 
y x un 
BIO, 
. di - ’ 
dıe 
alfo auch, wenn man im Zähler und Nenner die Größe di? wegläßt, 


dp dxd?:y — dyd!xı 
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Dafferentürt man diefen Autdrud wieder nad) 5. 36, fo erhält 


mas 
.dg=rdx. ode 
2 — 2 2 — 3 
ru dr dsy — 3dxd:xd?2y „»3dyd2x? — dıdyd’x new 


dss 
Da nun g.dt—=diymdr.dr—d’yuf, if, fo fieht man, 
daß man in einem Ausdrude, in weldhem dx conflant ift, für dty, 
d’y... folgende Werthe fubflituiren muß, um einen andern Ausdrud 
su erhalten, in welchem Fein erfled Differential conſtant iſt. 
Für d’y wird man naͤmlich fehen: 
dxd’y — dyd:x d 
an = dx.a[2]: 
und fir d’y wird man annehmen: 


gay O1 „SITES SIE ang Zar] 
x? x x 
Er u. f. w. 
_ (dr + ayı° 
dzd:zy 


Beraudgefeht, daß in diefem Anshrude dx conflant angenommen wor: 
den if. Will man ihm in einen andern Ausdrud verwandeln, im wel: 
Gem fein erftes Differential conftant ift, fo hat man fofort, wenn man 
der Kürze wegen de’ = dx! --dy? fegt: 


_ dss 
dx (a — =) 
ds 
Y = drdıy — dydz ...& 
und im diefem Ausdrude if fein Differential conflant. Sept man da⸗ 


. ds’ 
ber in ihm dx const., fo erhaͤt man IFF 


Sett man aber Ay conſtant, ſoit Setzt man ds 
conflaut, alſo auch 

d. Vi Id =o ser dxrdix +dyd:y=o, 
fo Hat man, wenn man mittelft der lezten Gleichung aus (T) die Gröfe 
d!x elmminirt: 





‚ wie zuvor. 


sdx 
= . ...(), 
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y=—--—— .. 0.6), 
oder endlich, wie aus (a) folgt: | | 
dr(dı >dY%) ds? 
Ta Var tin ap 
1 4 — 
12 
und da, nach der vorhergehenden Beingungsgeigung 2 = if 
ds \ 
7 * Ve + d2y2 [ur (er. 
und jede der drey Gleichungen a, b, e fegt das Differential ds ale 
| conftant voraus. 


$. 86. (Analoge Aenderungen anderer Ditlerentialaus 
drücke). Bisher haben wir vorausgeſetzt, daß der gegebene Ausdruck 
das erfte Differential von x, oder dx als conflant vorausfegt, wie dieß auch 
in der That gewöhnlich der Gall iſt. Allein zuweilen hat man, auch Differen« 
tialausdrüde, in welchen irgend ein anderes , zufammengefegtes erſtes 
Differential als conftant angenommen worden iſt, und es iſt daher noch 
übrig, zu zeigen, wie man auch diefe in folche verwandeln „fang, ‚bie 
fein Differential conftant vorausfegen, 

Nehmen wir z. B. an, daß ber gegebene Differentialansdrud die 
vorhergehende Größe ds => Ydx! --dy: als oonflant voramsfops, 
fo hat man, wenn man wieder die vorhergehende Bedeutung von 2 
gr F... annimmt: non a A 


dxyYı — FT = const., 


alſo auch, wenn man dieſen Auddruck differentiirt: 
dx? 
dxsyı- - — 7 20 oder 
—————— Yı 
Da 
" 4 

Da ferner dy=pdx iſt, ſo iſt auch 

d?y = qdx! + pdx? oder 
qdz2 . 
pp 

Sept man in dieſen Ausdrüden von d?x und d*y für p undg 

die bereits in $. 85 erhaltenen Werthe 


dı= — 


dy= 








XI. 
Tangenten, Normalen u. f. der ebenen Curven. 


$. 87. (Bedeutung der Differentialien in der Geometrie.) 
Jede Funktion yoafx einer veränderlichen Groͤße x fann als die Ordi⸗ 
me BM, CN... (&ig.3:) einer ebenen frunmen Linie MNP,. 
dargefiellt werden, deren Abfeiffe AB, AC... jene veränderliche 
Groͤße x iſt. 

Benn man die Abſeiſſe AB = x nad einander um dief elbe 
ie - BC CD Æ DE ... wachſen läßt, ſo daß AB x, 
ACSXh, AD=x-+2h... iſt, und wenn man die Ends 
punfe M, N, P... der diefen Abfeilfen entfprechenden ‚Ordinaten 
BM,CN,DP... durd) die geradlinigen Sehnen MN, NP, PQ... 
verbindet, fo entfteht Dadurch das Polygon MNPQ..., welches ſich 
um fo weniger von der gegebenen frummen Linie MNPQ... unters 
fheiden wird, je mehr fich die Punfte M, N, P, Q... einander naͤ⸗ 
fern. Diefe frumme Linie wird die Oränze aller jener Polygone feyn, 
und was von diefer dußerften Graͤnze der Polygone gefagt werden fann, 
wird auch von der krummen Linie felbft gelten. 

Man ziehe nun die Linien Ma, Nb, Pc... mit der Abfeiifen- 
ae AX parallel, und verlängere die erfte geradlinige Sehne MN, fo 
wie die zweyte NP, biö jene die Ordinate DP in p, und dieſe die 
Ordinate EQ in q fhneidet, fo daß alfo aAN=bp und bP==cgq ifl. 

Dieß vorausgefeht, hat man, nad) Zaylor's Theorem: 


BM=y, 
dv h? d?y 
Nertitumt- 


by? da . 
ken... ef, 


do auch für die Differenzen diefer Ordinaten: 
Littrews Ant. 4. höh. Math. rw 
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h? dt 
mt. ‚ | 
- * F, | 
Pp=h2 FT r... u f., 
und für die Differenz diefer Differenzen 


B—-Nh=ePpmkllr... uf. 


N=hl7+- 


Verwandelt man alfo in diefen Ausdrüden die Größe hin dx, 
und, nimmt dx unendlich Plein an, fo wird man, indem man die hör 
beren Potenzen der Größe h oder dx gegen die niederen (nach $. “ 
wegläßt, erhalten: 





Na=dy, Pp=dy n.f.w 
Sey überhaupt BM=y, CN=y’/, DP=y", EQ=y uf, 
Bezeichnet man dann die Differenz von je zwey nächften diefer Ordina 
ten durh Ay, fo daß man bat Ay=y’— y, Ay=yW —y, 
Ayızyau—yın.f., und bezeihnet man eben fo die Differen; 
von je zwey nächften diefer Differenzen durch A?y, fo daß man hal 
Aty=Ay'—hAy, Ay’=Ayl—Ay, Byumäyı— Ayun. fi 
und fährt: man fo fort, fo kann man dieſe Größen zur bequemeren Über 
ficht in folgende Tafel ordnen: 
y’ y" you yIv uf 
y—y —88 —2 yIV _ ya | 
Ay By‘ By Ay 
. y—3y/ -y yıul_ 274 yıv—a y'’+ y⸗ 
Aꝛy Aꝛ y⸗ Aryu 
yu—_3yt νy 
A’y aꝛ y⸗ 
—— 
A y. 
Daraus ſieht man, daß man hat 
Ay =y —y =Na, 
Ay =yt —_ y Pb, 
Ay yum_ zu—=Qe uf. 





und daß eben fo ift | 

Ay —dy —Ay =Pb—Na=Pp, oder =y“ — sy +y 
Ay=ßyt—Ay=Qc—Pb=Qz, oder zyiı—ayuyy 
und auf biefelbe Weiſe 
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ay=Ay— Ay=Qqg—Pp oder=(Qc—Pb)— (Pb—Na) 
= Qc — .:Pb-+Na 
= yıl— 3yt + I3y—y 
| u. ſ. w. 
wodurch daher die geometrifche Bedeutung der Größen Ay, Aty, 
Ö’y...,, oder, wenn man die Intervalle h zwifchen den Ordinaten 
unendlich tlein annimmt, die Bedeutung der Größen dy, d?y, de y.. volle 
fändig erläutert wird (vgl.$.62). Zugleich ſieht man aus biefer. Darftels 
lung, warum man die Größen BC, CD, DE... oder die erften Differen 
tialien der Abfeilfen einander gleich oder conſtant angenommen hat, 
weil fonjt, wenn diefe Größen unter ſich willfürlich verfchieden wären, 
die Werthe von dy, d2y, d?y... Eeine beſtimmte Bedeutung mehr 
haben, und zur Unterfuchung der Eigenfchaften der frummen Linien 
nicht mehr geeignet feyn würden; fo wie zugleich Far ift, daß man 
auh die Größen Na, Pb, Qc..., oder die Größen MN, NP, 
PQ...u.f.w., als unter fich glei, hätte annehmen fönnen, um Dies 
felbe Abfiche zu erreichen, daß nämlich in jedem höheren Differentiale 
ausdrud irgend ein erfted Differential als conitant angenommen were 
den muß, wenm dieſer Ausdruck felbft eine beftimmte Bedeutung haben, 
und eine Anwendung zulaſſen foll (vergl. $.38 und 85). 
* Vergleicht nran endlich die auf einander folgenden Auddrüde 

dy=y —yı 

dy=y”’ — say +7, 

dym= ya — 3yı LI —y auf 
und 
Yy =y+4y, 
| Ä y-=y+ady+rity, 

y'=y+3dy+3dhy+dy uf, 
p ſieht man, daß man die Differentialien aller Ordnungen dy, d?y, 
dey... durch die urfprünglichen Größen y, y/, J'..., und daß man 
eben fo diefe urfprünglichen Größen y“, y’, y4... durch die Diffes 
renzialien aller Ordnungen, verbunden mit der erfien Größe y, aus: 
drüden kann, und daß der allgemeine Ausdrud iu beyden Faͤllen nach 
dem bekannten Befege des Binomiums fortgeht, indem man hat 


| n.n—ı - B.n—1.n—3 _ 
er er Fate 


und 
‚n— .Nn—1.n— 
r=y+0dy + -diy + rt. 
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In dem Vorhergehenden wurde: die krumme Linie gegen die Ab: 
feiffenare A X erhoben oder conver angenommen. Es ift leicht, dies 


felben Ausdrüdte auch für eine gegen diefe Are concave Curve zu finden. 


$.88. (Differential des Bogens einer krummen finie.) 
Da wir die frummen Linien als Polygone von unendlidy vielen und uns 
endlich kleinen Seiten betrachten, fo folgt daraus fofort, daß die ge⸗ 
radlinige Sehne eined unendlich Fleinen Bogens diefem Bogen felbit 
gleich iſt. 

In der Ihat ift der Bogen ABCD (Fig. 32) unendlich Hein, 





und zieht man die Sehnen AB, BC, CD, von welchen die exfte und 
die legte verlängert, fi in dem Punfte M begegnen, fo iſt offenbar 
die zweyte Sehne BC Fleiner als ihr Bogen BC, und diefer Bogen 
BC iſt wieder Heiner ald die ‚gebrochene Linie BMC. Es iſt daher 
nur nöthig, zu zeigen, daß diefe gebrochene Linie BMC und diefe ge 


radlinige Sehne BC eines unendlich Heinen Bogens nur mehr duch 


eine unendlich Fleine Größe der zwenten Ordnung verfchieden find, und 
daß daher dad Verhältniß diefer beyden Größen gleich der Einheit iſt, 
woraus dann von felbit folgt, daß noch viel mehr dad Merhältniß des 
Bogens zu-feiner Sehne der Einheit gleich feyn muß. 

Da nun die Winkel, welche die unendlich Kleinen Sehnen in den 
Punkten B und C unter ſich bilden, im Allgemeinen von zwey rechten 


Winfeln nur unendlich wenig verfchieden ſeyn können, fo wird der Win⸗ 
tel TMD, ald Supplement des Winfeld AMD, unendlich Flein feyn. 
Sey diefer Winfel TMD=ow, und überdig BM=a, MC=b 


und BC=c. Dieß vorauögefegt, gibt das ebene Dreyeck BMC 
ce? = a? 4 b? + 2ab cos. w, oder aud 
c? (a 4 b)? — dab sin?:w. 


ir Haben daher für das Quadrat des Verhaͤltniſſes der Sehre 


BC zu ber gebrochenen Linie BMC 


2 244 
® 7600; 


tb 
(a I @+b> ' {War bp sin 
oder da ($.33) für einen unendlich Fleinen Bogen = ı iſt 


a -L- Ges} y].: “ 


Da aber in diefem Ausdrude der Coefficient von z’ oder die 
Größe 
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nie unendlich groß werden kann, fpndern vielmehr immer Fleiner al 
Eins ſeyn muß, fo iſt die Groͤße 
a — I\? 
1-5)? 
immer wenigftens ein nnendiich Kleines der zweyten Ordnung, und 
daher = er * alſo auch — gleich der Einheit. 
Iſt daher der Bogen M N (eig. 33) unendlich flein, fo wird man 
dafür feine geradlinige Sehne MN fubflituiren fönnen. Da aber 
Ma=BC=dx und Na dy 
war, fo ift in dem bey a rechtwinfligen Dreyede MaN diefe Sehne 
gleich Vdx:+dy; alfo ift auch, wenn ds daß Differential des Bo - 
gend einer Surve bezeichnet 
da Vax: + dp. 
Ex. I. Für den Kreis hat man die Gleichung 
x? 4 y?® 2 a2, 
wenn a den Halbmeſſer desfelben bezeichnet. Dieß gibt 


xdxz *ydy=o ve dy=— xds 
a? — x? 
Zubftituirt man diefen Werth von dy in dem allgemeinen Aus: 


drufe von ds, fo erhält man 
alx 


Ver a 

und dieß ift das gefuchte Differeniial des Bogens eines Kreifed. Kann 
man den urfprünglichen endlichen Ausdrud angeben, durch deilen Difs 
ferential diefer Ausdruck von ds entitanden ift, fo wird man dadurd) 
auch die Länge eines endlichen Kreisbogens zwijchen zwey gegebenen 
Punkten desfelben erhalten. Es ift aber oben ($.34) gezeigt worden, 
daß man hat 


ds = 


d.arc sin.“ = bix 
. ® ® a sS_ be 


Sept man alfo b= ı, fo erhält man, wenn man zu beyden 
Seiten durch a multiplicirt: 


x adı 
d.aarc sin. . — 


a — x: 
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woraus daher folgt, daß die Länge eines Kreibbogens, zu welchem die 
Abſciſſe x gehört, gleich 


x 
a arc. sin. — 
a 


ift, wie befannt. Sept man in dem legten Ausdrude x=o und dann 
x==a, fo hat man, da sin.o=o und arc. sin. ı=;x if, für die 
Länge des Quadranten des Kreifes Zar, alfo auch für die ganze Peri- 
pherie desfelben 4.:ax=3ax wie ebenfalls befannt. 

Ex. 11. Sür die Cyclois hat man (Einl. $. 7, VI) 


y=aarc. cos. (1 — ) + Vaax 2. 
Differentiirt man diefe Gleichung, fo iſt 


dy ax—— 


die Differentialgleichung der Cyelois. Subſtituirt man dieſen Werth 
von dy in den allgemeinen Ausdruck von ds, fo hat man 





ds = dx — 
für das Differential ded Bogens der Cyelois. Da aber 
d.v .dz 
. x = 5 


iſt, fo läßt fi von dieſem Ausdrude von ds der urſpruͤngliche Aus⸗ 
druck, durch deifen Differentiation ds entftanden ift, fehr leicht ange: 
ben. Dan bat nämlich 


ss — 2 ,y3ax, 


und dadurch ift die Länge des Bogens der Cyclois für jeden Werth 
von x befannt. Nicht immer aber ift e& fo leicht, den urfprünglichen 
Ausdrud des Differential ds anzugeben, oder, wie man fi) auszu⸗ 
drüden pflegt, Die gegebene Eurve zu rectificiren. Selbſt bey dem 
Kreife, in unferem erfien Bepfpiele, kann diefe Rectification nicht ale 
gegeben vorausgefept werden, da man die Sinus für jeden Bogen, 
und die Größe = nur näherungsweife angeben fann, und da Ausdrüde 
der Art, wie sin.x, arc. sin. x u. f., wenn fie als bekannt angefeben 
werden follen, die Berehnung unferer Tafeln der trigonometriſchen 
Funktionen als bereits gegeben vorausſetzen. 


F. 80. (Differential der Fläche einer krummen Cinie. 
Nennt man F die Flaͤche, welche zwiſchen den geraden Linien BU 
8* 
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BM und UV, und zwiſchen dem Bogen MV einer frummen Linie 
(Fig. 3ı) enthalten ift, fo wird der Theil BCNM derfelben, welcher 
zwifchen zwey einander unendlich nahen Ordinaten BM und CN ents 
halten ift, das Differential diefer Fläche feyn und durch AF bezeichnet 
werden. 

Diefed Differential befteht aber aus dem Rechtecke BCaM und 
aus dem fchon in $. 88 betrachteten rechtwinfligen Dreyecke Ma N, def 
fen Hypotenuſe die geradlinige Schue MN = ds il. DaBC=dx 
und aN = dy ift, fo ift die Fläche des Rechteckes BCaM = ydx, 
and die ded Dreyedes MaN = :dxdy, alfo ift auch das gefudhte 
Differential der Fläche der Curve. 

dF=ydx-+-:dxdy oder dF=(y +:dy)dx; 
alfo auch, nad) $. 25: 
dF = ydx. 
Ex. I. $ür den Kreis ift x --y?==at, alfo auch fofort 


| dF = dıya x, 
und auch davon laͤßt fich der urfprüngliche Ausdrud in einer gefchloifes 
‚nen algebraifchen Form nicht angeben. 
Ex. II. Bir die Apollonifche Parabel hat man (Ein. 4 
y? = 2px, 
wo p den halben Parameter diefer Curve bezeichnet. Dieß gibt 
dF = dx.Yapx, 


und von diefer Größe iſt, wie man leicht ſieht, der urſpruͤngliche Aus- 


drud 

F = 5Vap.x’ =:ıy, 
fo daß fich alfo jede zu einer gegebenen Abſciſſe x gehörende Fläche der 
Parabel angeben, oder, wie man fi) auch auszudrüden pflegt, daß 
diefe Eurve quadrirt werden kann. 


$. 90. (Langenten der Curven.) Wenn man die geradlinige 
Echne MN (Sig. 33), oder wenn man die Hypotenuſe des unendlich 
Heinen Dreiecks MN a verlängert, bis fie die Abfeiffenare in T fchneis 
det, fo erhält man eine gerade Linie MT, die mit einer Seite des Po» 
logons, welches die Graͤnze der krummen Linie darftellt, oder die mit 
sinem Elemente diefer krummen Linie felbft zufammenfällt. Dan nennt 
das Stück MT derfelben die Tangente, und BT die Subtans 
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gente der Curve für den Punft M, zu welchem die Abſciſſe AB=x 
und BM = y gehört. Dan fieht daraus zugleich, daß die Tangente 
MT (8ig.34) die Gränzge der Secante NMS ift, und daß die Secante 
jene Oränze erreicht, wenn ihre beyden Durchfchnittöpunfte M und N 
mit der gegebenen Curve in einem einzigen Punkte M zufammenfallen. 

Errichtet man auf diefer Tangente in dem Punkte M eine fenf: 
rechte Gerade MR (Big. 33 oder 34), welche die Abfciffenare in R 
fhneidet, fo Heiße MR ie Normale, und BR die Subnormale 
der Curve für den Punft M. 

Da die rechtwinfligen Dreyede MaN, BMI und BMR äfn- 
lich find, fo erhält man fofort folgende allgemeine Ausdrücke: 


d 
Subtangente — I, Tangente = IT, 


d dy 

‘ d 

Subnormale — ydy Normale = IT, 
dx dı 


wo, wie zuvor, ds? = dx? +-dy? ifl. Man fann bier noch bemer: 
fen, daß man, wenn man nicht bloß die Größe, fondern auch die 
Tage der Subtangente berücfichtigen will, diefe legte gleih — = 
gefept werden fol. 

Nennt man überdieß » den Winfel (Ma NMa oder MTA, 
den die Tangente mit der Abfciffenare bildet, fo hat man 


tang.o = 27, alfo auch 


dx 
. dy dx 
SIDL.O = — und cos. m —., 
ds d 


Ex. Für die Parabel yꝛ — px findet man 
Subtang. = 8x, Tangente = : vVp:-+y? 


Subnorm. = p, Normale = Yp?-+y?, 


und tang.o = : . 


$ 91. (Andere Ableitung der Tangenten der Eurven.) 
Sey y== fx die Sleihung irgend einer frummen Linie MN (Fig. 34) 
zwiſchen den Coordinaten x und y. Mit ihr fey eine andere Linie SMN, 
deren Bleichung zwifchen den Eoordinaten x’ und y’ gegeben ijt, fo ver 
bunden, daß fie die erfte Eurve in zwey Punkten M und N fchneide. 
Zieht man Ma mis der Abfcijfenare AC parallel, fo ift klar, daß die 
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Werthe von BM und von aN in beyden Linien diefelben ſeyn müffen, 
d. 5. daß man, wenn wieder BC = h ift, die beyden Gleichungen hat: 


y=y' und 
h? de y dy’ - 12 d2y 
D+ön2+..=ı]% sıimt°.- 


Die leßte diefer Gleichungen, die ſich in allen ihren Gliedern 
durch die Größe h dividiren läßt, geht, wenn man h unendlich Flein 
annimmt oder wenn man die Graͤnze diefer Gleichung betradjtet, in 
I * über. Durch dieſe Annahme von h= 0 vereinigen ſich aber 
die beyren Durchſchnittspunkte M und N in einen einzigen M, und dies 
fer Punkt M wird dadurch ein Berührungspunft der beyden Linien, oder 
die Secante NMS geht in die Zangente tMT der Curve MN über, 
wie ſchon oben ($. 90) gezeigt worden if. Dieſes vorausgefept, wird 
man Daher die beyden Bedingungsgleichungen haben: 

yy wu 
| dy _ dy’ 
\ dx dw’ 

Iſt nun die zweyte Linie, deren Gleichung zwifchen x’ und y’ ges 

geben iſt, eine Gerade, fo hat man für fie 


⸗ 


.7 ax -b, alſo auch Zen, 


alfo find auch jene beyden Bedingungsgleichungen 


y axb uw 
__dy 


dx 
weraus folgt y — x =2, Dadurch find alſo die beyden Größen 


a und b, und fomit die Lage der zweyten geraden Linie, welde die 
erfte in dem Punfte M berührt, vollfommen beflimmt, und man hat 
für die Gleichung diefer Tangente 


= wen, 
in welcher x’, y’ die ver andertichen Groͤßen der Gleichung find, während 
die Größen x, y und = aus der Gleichung der gegebenen Curve 


MN genommen werden, und ſich auf den Punkt M diefer Curve be: 
üehen,, in welchen fie von der Geraden MT tangirt wird. 
1. Daraus folgt fofort auch die Gleichung der Normale deb 
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® 
Eurve MN in densfelben Punkte M (Einl. $.3, IL): 
yv — y=— Den). 


I. Nimmt man in diefen Sleihungen y=o, um den Durd) 
fhnittöpunft der Tangente oder der Normale mit der Are der x zu fin- 
den, fo hat man aus der erfien Gleichung 


x x=— * für die Qubtangente BT, 
und aus der zwenten re 


_ ı = 7 = für die Subnormale BR, wie zuvor. 


Ex. Füuͤr die Ellipſe * man (Einl. $. 14.) 


2 3 
atmet 
alfo iſt and I —* * rt 


Subfini man bdiefen Werth von = in den beyden vorberge 


henden Sleichungen, fo erhält man für die Gleichung der Tangente der 
Ellipfe 


und für die der Normale 
ar zwW)=o 
Für den Breit des Halbmeſſers a ift die Gleichung der Tangente 


x - yy =, 

und die der Normale 
sy=ıy | 
III. Um durch einen außer der Curve gegebenen Punkt, deſſen | 
Eoordinaten « und’ ß find, an diefe Curve eine Tangente zu ziehen, 
wird man in der Gleichung der Tangente der Eurve die Größe x—a 
und y„=Bß fegen. So hatten wir für den Kreid xx’ -yy’ a, 


alfo ift auch F 
ax y *8 


und dieſe Gleichung mit der des Kreiſes oder mit x? y* = a! ver⸗ 
bunden, wird, durch Elimination, die Werthe von x und y oder bie 
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Coordinaten des Punktes‘ geben, in welchem bie Tangente den Kreis 
berührt. 

IV. Um an eine gegebene Curve eine Tangente zu ziehen, die mit 
der Abfciffenare einen gegebenen Winfel 0 bildet, wird man die Glei⸗ 
Yung | Ä " 

2 = tang. 0 
mit jener der gegebenen Curve verbinden, um daraus wieder die Wer: 
the von x und y zu finden. Kür die Parabel z. B. iſt y = 2apx, 


alfo auch = ri Man hat daher die zwey Gleichungen 


y2 = apx um "= tang.d,. 


voraus man findet 


p — 
x und y= p cotang. 0. 


$. 92. (Afıfinptoten der krummen finien.) Afymptote einer 


Curve wird diejenige Gerade genannt, welcher ſich die Curve immer 


mehr nähert, ohne fie je zu erreichen. 

Um die Entfernung der Punfte T und E von dem Anfangs: 
punkte A (Fig. 34) zu finden, in welchem die Tangente MT von der. 
duch den Punft A gehenden Are der x und der y gefchnitten wird, ſetzt 
man in der Gleichung der Tangente 


v-ı=Z2@-n) 
nach einander y'=o und x 0, wodurch man erhält 


— ydx u xdy 
AT ur und AE= y 7° 


Endlich ift noch da8 Loth An von dem Anfangspunfte anf die 
Zangente, wenn wieder MTA = o iſt, 


An= AT sin. w = (x — 5 — oder 


Um daher zu unterfuchen, ob eine gegebene Curve Afymptoten 
babe, wird man eine der beyden Coordinaten x oder y pofitiv oder ne» 
gativ und unendlich groß annehmen, und dann die andere mit Hülfe der 
gegebenen Gleichung der Eurve beflimmen. Subſtituirt man die fo er⸗ 
haltenen Werthe von x und y in die vorhergehenden Ausdrucke von 


I 
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AT, AE und An, und erhält das Loth An, oder wenigſtens eine 
der beyden Srößen AT oder AE emen endlichen Werth, fo Hat 
die Curve eine Aſymptote, und die Lage derfelben wird entweder durd) 
die zwey Größen AT und AE, oder durch eine derfelben und durch 
den Winfel wo, oder endlih, wenn die Alymptote durch den Anfang 
der Eoordinaten geht, bloß durch den Winfel w beftimmt, in welchem 
legten alle die Größen AT, AE und An gleich Null werden. 

Iſt in einem fpeciellen Kalle AT unendlicd) groß und AE == An 
endlich, fo liegt die Alymptote mit der Are der x parallel; ift aber AE 
unendlich groß und AT = An endlid), fo liegt die Aſymptote mit der 
Are der y parallel. Wird endlih An, alfoauh AT und AE un: 
endlich groß oder imaginaͤr, fo befißt die Curve feine Afymptote. 

Ex. I, Sür die Kegelfchnitte har man ($. 14) die allgemeine 
Gleichung 

1 
y = 2px — —⸗ 


alſo iſt auch 
dy — p — BT —— tang. @& und 
dx y ay 


ds ⸗ x\? 
2=!Vr+(-E . 
Man findet daber 


AT = 
x 








Sept man alfo in diefen Ausdrüden x unendlich groß, fo erhält 
man 
AT=ı md AE= V-ap, 
woraus folgt, daß nur die Hyperbel, in welcher a negativ genommen 
werden muß ($. 14), Alymptoten habe, und zwar zwey, wegen dem 


doppelten Werthe von AE. Da p= = ift ($. 14), fo ift 
AE — Yb: — + b. 
Die Parabel Hat feine Afymptote, weil bey ihr die Größe a unendlich 
"if; und die Ellipfe, weil in ihr weder x noch y unendlich groß werden 
fann und AE imagindr wird. 
Ex. IL. $ür die Conchois ($. 15, IV.) hat man 
Yo 
x? — (x—a)2" 


‘ . 
Sept mıan y unendlich groß, fo wird xe= a, alfo iſt die Gerade 
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APX (Sig. 10), welche alle durch den Pal DB gehenden Schnen hal⸗ 
birt, die Afymptote der Conchois. Eben fo findet man, daß für die 
Ciſſois (Big. 6) die auf AB ſenkrechte Berade mBn die Afpmptote 
der Eurve it, u. ſ. w. 





$. 93. (Die vorhergehenden Ausdrücke in Polarcoor- 
dinaten geben) Wenn für den Punkte M (Fig. 3) einer Curve die 
ienfrechten Eoordinaten AP = x und PM = y find, und wenn man 
den Winkel PAB= m und MAB ==», fo wie den Radius Vector 
AM=r feßt, fo hat man 
x=rco.(#—m), y=rsin.(—m) un 
"=" y, 
alſo auch, wenn man differentürt: 
dx = drcos (v — w) — rd» sin. (v—m), 
dy = drsin.(#»—m) + rd»cos. v»—m) und 
rdr = xdx +4 ydy. 
Eliminirt man aus den beyden erſten diefer Differentialgleichun. 
gen die Größe dr, fo erhält man 


do= I c08.(#— m) — eis. — m); 





oder, wenn man ſtatt cos. (/ — m) und sin. (»— m) ihre Werthe ſetzt: 
sdy— ydx, 
"ary 


xdx + ydy 
Very 
Wenn die gegebene Gleichung zwifchen r und v den Winkel » 
ſelbſt enthält, fo iſt es unmöglich, daraus eine algebraifche endliche 
Bleihung zwiſchen x und y abzuleiten. In dieſem Falle werden aber 
die beyden vorhergehenden Ausdrüde von dr und dv eine Differen- 
tialgleichung zwifchen x und y ohne tranfcendente Größen geben. 

IR z. B. die Sleihung r2 = a?.v gegeben, fo findet man ru 


‚— m == arc. cos. =. Differentürt man aber die gegebene Gleichung 


oa= 
und eben fo erhält man auch 
dr = 





und fubflitwire dann für dr und dv die vorhergehenden Werthe, fo 


bat man 
26 >y°Y)(Xds + ydy) =at(xdy— yde), 
einen Differentialausdrud ohne tranfcendente Größen. 
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1. Das Differential des Bogens einer Curve, durch rechtwinklige 
Coordinaten ausgedrüdt, war 


ds = VYix? +. dy®. 


. Subftituirt man in -diefer Gleichung die vorhergehenden Werthe 


von dx und dy, fo erhält man 
ds = Vir: + r2d»2 
für das Differential ded Bogens in Polarcoordinaten ausgedrückt. 
11. Wir haben oben ($. 89) für das Differential der Yläche 
dF’= BCNM ($ig. 33) den Ausdrud dF’ = ydx erhalten, wo 


AB=x, BM==y Die fenfredhten Coordinaten des Punftes M bes | 


zeichnen. Diefem gemäß iſt alfo die urfprüngliche Größe, von welcher 


ydx dad Differential üft, gleich der ganzen Flaͤche FF= OMB. Nimmt 


man davon dad rechtwinflige Dreyed ABM, deſſen Slähe Zxy ift, 
weg, fo erhält man für die Släche des Sector OMA, die wir 
duch F bezeichnen wollen, 
F= FF’ — !:xy, 
alfo auch für das Differential diefes Sector 
| d.‚F=dF’ — :2d.,xy. 
Es ift aber 
dF’=ydx und d.xsy=xdy 4 ydx, 
alfo ift auch das Differential de Sector8 OMA, der zwifchen der 
geraden Linie AO, zwifchen dem Radius Vector AM und gwifchen 
dem Bogen OM der Curve enthalten iſt, gleich | 
d.F = !(ydx—xdy). 

Oben hatten wir aber die Gleichung 
xıdy— ydı 
‚+, 
alfo ift auch das Differential des Sectors gleih —r?d», wo » den 
Winfel MAB bezeichnet. Nimmt man dafür den Wintel OAM, 
der jenen zu ıBo Graden ergänzt, fo hat man für das ‚Differential des 
Sectors OMA den Ausdrud 

dF = :1?d», 

In der That, it AMN (Fig. 35) diefer unendlich Fleine Sector 
der &urve MN, und AM=ar der Radius Vector des Punktes M, 
und der Winfel MAN ==dyv, und zieht man aus dem Punfte A ale 
Mittelpunkt mit den Halbmeſſern AM und AN die Kreisbogen Mm 


dv = ode dyexdy — ydr, 


! 
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and Na, fo werden die beyden Kreidfectoren MmA und NnA ein» 
ander immer näher fommen, je Pleiner der Bogen MN der'Eurve ift, 
und für einen unendlich Pleinen Bogen MN werden jene Kreisfectoren 
einander glei, alfo auch gleich dem Sector AE—=MNA feyn, da 
der legte immer zwifchen jene beyde fällt. Der Kreisfector MmA ift 
aber gleich der Bläche des geradlinigen Dreyecks, deffen Baſis Mm==rdy, 
und deſſen Höhe AM—= Am =1r iſt, alfo ift die Släche diefes Kreis⸗ 
fector8 gleich Zr? dv, und daher auch 
dF — ir2d», wie zuvor. 

Oder endlich, der Sector AF—=MNA befteht aus dem Dreyede 
AMm, deffen Fläche Zr? dv, und aus dem Dreyecke MN m, deilen 
Zlähe 2=Mm. Nm == !rd».dr iſt. Beyder Summe gibt daher 

d = — 4 
oder nach $. 25: 
dF = :r?dv, wie zuvor. 
III. St AP=x, PM = y (fig. 35) und MT die Tangente 


irgend einer Curve MN in dem Punkte M, fo hatten wir für die Sub» 
tangente derfelben den Ausdrud erhalten: 


Subftituirt man in diefem Ausdrude die vorhergehenden Werthe 
vony, dy und dx in r und », fo findet man 
dr cos. (»—m) — rd» sin. („— m) 
dr sin.#— m) + rdycot.(— m)’ 


Allein diefes Refultat laͤßt fich fehe vereinfachen, wenn man bes 
merkt, daß die Lage der Abfciffenare, in welcher PT liegt, willtürs 
id ift, und daß man folglicd den Winfel m = PAB immer fo an« 
nehmen fann, daß »— m oder PAM gleich 90° wird. Dann fällt 
aber die Ordinate PM mit dem Radius Vector AM = r zufammen, 
und man bat, da sin. (»„—m)=ı und cos. (v— m) ==o ill, für die 


Subtangente AT’ = rd» 


dr ' 
Ganz eben fo erhält man 


PT=—rsia.(v—m) 


| dr rds ds 
'Subaorm. = — 4,’ Tangente = Ir und Normale = ds’ 


Im der dr + ridst if. 
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IV. In der That, zieht man durch den Pol A die Linie T/AB 
fenfreht auf den Radius Vector AM, und durch M die Linie MR 
fenfrecht auf die Tangente MT, fo hat man, da die Dreyede MAT”, 
MAR und MNm ähnlid, find: 

Mm=rd,, Nm=dr, alfo aud 


NN = dı = ver + r?dy?, 


und überdieß 





Nm: Mm = AM : AT’ oder Subtang. AT’ = 2 

Mm: Nm = AM: AR oder Subnorm. AR => 

Nm:MN=AM:TM oe Tag. M = = 

Mm: MN AM: BM ober Normale MR == S°, 
wie zuvor. eo 


Nennt man noch w den Winkel der Tangente mit dem Radius 


Vector, oder it AM I’ = w, fo hat man 


ı rdy 
tang.o am - Subtang. oder tang.w — rl 


Si aber AQ fenfrecht auf die Tangente MT, fo hat man 
r2dy 

ds ' 

Ex. Für die Archimedifhe Spirale it r = — „alſo aud 


tang.o = 2xr, fr die logarithmifche Spirale ift » = log. r, alfo 
auch tang. = ı, oder der Winkel « ift conftant. | 

V. Nennt man endlich p den Winfel der Tangente mit der fe 
ften, durch A gehenden Linie TAP, von welcher man die Wintel 
TAM =» zählt, oder iſt AIM=}, fo dat man = 180 — (v9), 
und daher auch 





AQ=rsino= 





rdy 


tang. E43) = - 7 


Sept man daher in der gegebenen Gleichung der Curve den Ra 
dius r unendlich groß, und fucht den dazu gehörenden Werth von v, fp 
fubftituire man diefe Werthe von r und v in den Gleichungen 


tang v4) = — * und AU= a 
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Sind dann die Werthe non AQ umd von + endlich und reell, fo 
hat die Curve eine Afymptote, die um die Groͤße AQ von A ahſteht, 
und die gegen die feite Linie TAP unter dem Winfel p geneigt ift. 
Ex. Fuͤr die hyperboliſche Spirale hat man ($. 18, III.) die 
Gleichung | | 

2.» 1, alſo auch vu, 
and daher | 
ds=rdr,Vr.-+ı, 
Subtang. = — ı, Subnorm. = — rt, 
Tang. = Vr? + 1, Normale — * +1, 
8 
ta — und A — 
RE o= - um 0 — 

Setzt man dann r unendlich groß, fo ift vr m 0, alfo auch 
AQ=ı und tang.(v-+Y) = 0, oder v + ya 180, daß heißt, 
da so ill, p 1800. Diefe Spirale befigt alfo eine Afymptote, 
die in dem Abflande ı von dem Pole mit der feſten Linie parallel liegt. 





un 


XII. 


Berührungskreiſe und Abwicklungen 
der ebenen Curven. 


$. 94. (Berührungen der zweyten und höheren Ordnung.) 
Aus der Ableitung der Gleichung für die Tangente einer krummen Linie, 
die wir oben ($. 91) gegeben haben, folgt von felbft, daß die, die Curve 
in einem Punkte berührende Linie nicht eben eine gerade Linie feyn 
maß, fondern daß man auch jede andere krumme Linie fo flellen kann, 
daß fie mit der gegebenen Eurve in irgend einem Punkte derfelben ein. 
Element gemeinfchaftlich, oder daß fie, wie man zu fagen pflegt, 
mit der gegebenen Curve eine Berührung der erfien Ordnung 


Iſt diefe krumme Linie z. 8. ein Kreis des Halbmeſſers p, und 
ind « und ß die Coordinaten des Mittelpunftes diefed Kreiſes, fo bat 


man für die Gleichung deöfelben 
Littrows Uni. 1. Höh- Mat. 12 
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+...) 
alfo auch, wenn man fie differentürt: 
dy (x —.a) | 


— FE — 


dx’ y’ —B 





Da nun, wie dort, für eine Berührung der erſten Ordnung zwi⸗ 


fchen beyden Eurven die zwey Bedingungdgleichungen beftehen: 


dy’‘ __dy 
yay,ım = 7 


fo hat man aud) 
—8* 0 - 6) = p md 
dy _ _ &-a) 
y-P | 
Eliminirt man aus diefen beyden Gleichungen die Größen b und 
a, fo erhält man 
dy dx 


a=ı— pp. und B=y7— PT 


wo ds? — dx? + dy? if. Dadurch find alfo die beyden Größen « 
und ß für denjenigen Kreis beftimmt, der mit der Curve, deren Glei- 
- hung zwifhen x und y gegeben ift, eine Berüßrung der erſten Ord⸗ 
nung bat. Dieſer Kreis hat nämlich die Gleichung 


(«-x- 2 "+ 2) #, 


und in ihr find x’ und y‘ die veränderlichen Brößen. Nennt man 9 
den Winfel, welchen die Normale der gegebenen Curve mit der Are der 
x bildet, fo ift a 

y 


dx 
in.d=—— und cos.0 = =, - 


woraus aljo folgt, daß ed unzählige Kreife gibt, welche die Curve in 
dem gegebenen Punkte berühren, und daß die Mittelpunfte dieſer Kreife 


fämmtlih in jener Normale liegen, wobey der tHalbmeſſer p dieſer 
Kreiſe ganz unbeſtimmt bleibt, 

So wie aber zwey frumme Linien, die einen Punft gemeinfchaft- 
lich haben, in diefem Puukte eine Berührung der erften Drdnung ha: 
ben, wenn für fie die beyden Bedingungsgleichungen beſtehen: 


dy dy‘ 
= y — oo — 
f y y und 1x iv’ 


fo werden wir auch, analog verfahrend, annehmen können, daß dieſe 
beyden Eurven eine Berührung der zweyten Ordnung haben, wenn für 
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fie Die drey Bedingungsgleichungen Statt haben: 
d dy‘’ d?y d2 
rayı ug, un re 

Bey einer Berührung der erften Ordnung fallen nämlich zwey 
nächite Punfte in beyden Curven zufammen, während bey einer Berühs 
rung der zweyten Ordnung drey diefer naͤchſten Punfte in beyden Cur⸗ 
ven zu einem einzigen fi vereinigen, oder dort haben beyde Curven 
ein Element, hier aber haben fie zwey nächte Elemente mit einander 
gemeinſchafilich. 

So weiß man z. B. daß drey Puukte erfordert werden, um die 
Lage und Größe eines Kreiſes zu beſtiimmen. Man kann daher an⸗ 
nehmen , daß diefe drey einander nächften Punfte auf der Peripherie 
der gegebenen Eurve liegen, und dann denjenigen Kreis fuchen, der 
durch diefe drey Punfte geht, und fie daher mit jener Curve gemein« 
ſchaftlich hat.  Diefer Kreis wird dann als die Gränze aller derjenigen 
Kreife zu betrachten ſeyn, welche mit der Curve, in demfelben Punkte, 
bloß eine Berührung der erſten Ordnung geben, und deren Mittels 
punfte, wie wir fo eben gefehen haben, alle auf der Normale der Curve 
liegen, ganz eben fo, wie oben ($. 90) die Zangente als die Gränze 
aller Secanten betrachtet worden iſt, die mit diefer Tangente einen 
Punkt gemeinfhaftlich Haben. — Man fieht, wie man diefelben Be⸗ 
trachtungen auch auf die Berührungen der höheren Ordnungen fort⸗ 
ſetzen kann. 





$. 95. (Berührungs- oder Osculations-Areis) Um das 
Vorhergehende in der Sprache der Analyfid audzudrücken, feyen die 
Gleichungen zweyer Eurven gegeben, deren die erite die Coordinaten 
x, y und die zweyte die analogen Caordinaten x’, y⸗ enthalte. Wenn 
in dieſen beyden Curven die Größe x in x-+-b, und die Größe x’ in 
x’ 4b übergeht, fo hat man für die Ordinaten y und y' diefer Curven 


dy b? d?y d⸗ 
tat und 
h? d2 y’ hs dy’ 

+ hl 1.3 ds” Hast: 


und die Differenz * beyden Ordinaten r daher 
dꝛ y d: y 
=o-mtslz ir) El BEVOR 


Haben nun beyde Eurven den Pantt, ı zu welchem die Ordinaten 
ı2 * 
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y und y! gehören, mit einander gemein, fo ty—y=0, der 
. d d 4 
yay und eh -)t--- 


Iſt ferner h unendlich Flein, und haben die beyden Curven auch 
noch den jenem erfien nächftfolgenden Punft mit einander gemein, fo 


dy dy’ h?2 /dty 
„On un 427 —22 ters 


und eben fo, wenn fie auch noch den zweyten nächffolgenden Punkt 
gemein haben : 

d? d? hs diy 

IT mıia=-(-F)rt:- 

Je weiter man auf diefe Weife fortgeht, deito mehr naͤchſtfolgende 
Punkte haben die beyden Curven mit einander gemein, oder deſto inni⸗ 
ger werden ſie ſich in dem erſten dieſer Punkte, zu welchem y=y’ ge 
hört, an einander anfchließen, fo zwar, daß, wenu unter dieſen bey⸗ 
den Curven z. B. nur die drey erſten Bedingungsgleichungen y — y, 
dye= dy’ und d?y==d?y’ Statt haben, feine andere dritte Curve, | 
deren Gleichung zwifchen x” und y’ gegeben ift, ziwifchen jenen deyden 
mehr durchgehen kann, wenn nicht auch für dieſe dritte Curve diefelben | 
Bedingungögleichungen ya y”, dy=dy’ ud y=d'yc be 
ftehen u. f. f. für jede Höhere Orduung der Berüßrungen. 

ft nun die zweyte Curve, beren Gleichung zwifchen x’ und y- 
ausgedrüct wird, ein Kreis, fo ift die Gleichung diefer Curve, wie 


zuvor, 
(x! — a)? + (y’— P)? = p*. | 
‚ Differentürt man diefe Gleichung zwey Mal nad) einander, und 
fegt vorerft Fein erſtes Differential conftant, fo erhält man | 
(—a)dx -(Y—P)dy=o und 

ds? L dy®? + (x —a)d’xr’ + W—P)dıy = 0, 

Da man aber die erwähnten Bedingungdgleichungen hat: 

— » dr _ 4 dy __ diy 
a1 ya WO Tim 

fo werden die drey vorhergehenden Gleichungen auch dann noch befte 
ben, wenn man in ihnen die Accente der Größe x’, y und ihre Diffes 
rentialien wegläßt, oder man wird auch die drey Gleichungen haben: 
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«@— ed - =, 

(«—a)dx > (y—R)dy=o, ...(A) 

det Hay ta) Hy R)dıy = 0! 

Sucht man aus diefen drey Gleihungen die Werthe der drey 
Größen a, B und p, fo erhält man, wenn man wieder der Kürze wer 
gen ds = dx? +dy? fegt: 

ds2dy 
dıdıy — dyd2x’ 

ds2dx 
dady —dydır’ 
dss 
* dıd?y — dydixr’ 
und durch dieſe drey Größen a, ß und p ift daher derjenige Kreis, 
feiner Groͤße umd Lage nad, vollfommen beflimmt, der mit der geges 
benen Eurve, deren Gleichung zwifchen x und y enthalten ift, eine 
Berührung der zweyten Ordnung hat. Man nennt ihn den Berübs 
rungs⸗ oder audh den D8culationd: Kreis der gegebenen Curve. 

I. Zu den vorhergehenden Ausdrüden ift, wie gefagt, Fein erſtes 
Differential confiant angenommen worden. 

Sept man aber dx conflant, fo findet man 
dszdy. ds des 
dıdıy’ ‚be Pa ray 
Sept man dy conftant, fo ift 


. 
x az 


 y‚-P=— 


32 ds?dx ds’ 
‚Zum: ee er PT gyaiz’ 


Sept man endlidy ds conftant, fo hat man dsxd:x--dyd'y=o, 
alfo auh d?x?.dx? = d?y?.dy?, und daher 


a _o ds?.d?:x od 2 d?x 
ua roy er am Z=p Ta 


— . ded?y — d?y 
Peer Pre und 


ds? 
p= — — (vergl. §. 85). | 
11, Dan fann bemerfen, daß die Peripherie des Osculations⸗ 
Kreiſes die Curve in dem Punkte, wo er fie berührt, auch zugleich 
durchſchneidet, da die Differenz der zwey naͤchſtfolgenden Ordina⸗ 
tn der beyden Eurven, nach dem Vorbergehenden, gleich 
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hs d> d’y‘ 
= 1.2.3 * — —2)— 
iſt, alfo & fein Zeichen wechfelt, wenn man ſtatt x den nächftfolgen: 
den Werth x-+- bh oder den nächſt vorhergehenden x — h feßt. 

Bon den in $. 94 betrachteten Kreifen, die alle mit der Curve 
eine Berührung der erften Ordnung haben, berühren nämlich die einen 
die Eurve an ihrer concaven Seite oder von innen, und die andern an 
ihrer converen Eeite von außen, und der Odculatione = Kreis Liegt, als 
die Graͤnze aller jener Kreife, zwifchen ihnen, indem er die Curve auf 
der einen Seite des Berührungspunftes von innen, und auf der andern 
von außen berührt. Die geradlinige Tangente im Gegentheile jr 
ganz auf derfelben Seite der Curve, weil für fie 

h? d? d? y’ 
2*7 (= dx2J_ 


für x+-h und x—h immer —5 — Zeichen behaͤlt. 








$. 96. (Contingenzwinkel der krummen Cinien.) Mar 
nennt den unendlich Fleinen Winkel, welchen die Normalen von zwey 
nächften Punften einer Curve unter fi bilden, den Contingen; 
winfel der Curve. Man fieht, daß diefer Winfel auch der von zwey 
naͤchſten Zangenten der Eurve iſt. Wir wollen ihn durch wo bezeichnen, 
Seyen A und B die Cofinus der Winfel, weldyen die erfte diefer 
Zangenten mit der Are der x und der y macht, fo dag man daher 
wie $. 94) hat 
, dx dy 


A= — und B= 75- ® 


Dieß voraudgefegt, werden alfo auch die Coſinus der zweyten 
naͤchſten Tangente mit x und y durch 
A+dA und B-+ dB, 

andgedrüct werden können. Man bat aber Einl. %3,1.) 
cos.» = A(A--dA) - B-+- dB), 
und überdieß, da der Cofinus des Winfeld einer jeden Geraden mit ber 
Are der y gleich dem Sinus des Winfeld derfelben Geraden mit der 
Are der x ift: 

A? + Bt = ı, und eben fo 
(A+dA% + (B+dBi = ı, 
woraus fofort folgt 

AdA + BdB—= — !(dA: 4 dbi) 
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Es geht daher der vorhergehende Ausdrud von cos. «w in den fol 
genden über: 

sin?o = — s(AdA-+-BdB) — (Adaı BaB)%; 
oder endlich, wenn man ($. 25) die vierten und höheren Potenzen von 
dA und dB wegläßt: 

sin?o = dA* + dB*, | 

Subftituirt man in diefem Ausdrude die vorhergehenden Werthe 
von dA und dB, und bemerft man, daß für den unendlich Fleinen 
Winkel » (nad) f. 33) sin.» = w ift, fo hat man | 


. dx\? dy ı . 
—E V (4.2) + (a2 
für den gefuchten Winkel der Contingenz. einer Curve. 
Seht man in ihm ds sonfant voraus, fo ift 


oa 2 + Ve xt 4 dey®, 


Da wir aber vorher 5 05) für den Srimmungefalbmefler pde 
Eurve erhalten haben 


p= 


d ss 


Ved:x? + d2 a’ 
fo iſt auch er 


22 oder ds = pw. 
Diefe Gleichung zeigt, daß der Mittelpunft des Osculations⸗ 


Kreiſes einer Curve der Durchfchnittöpunft von je zwey nachnen Nor⸗ 
malen dieſer Curve if. 


J. In der That, die Gleichung der Normale iſt C. 91, 1.) 
.Y!-y+r wyt-. 

Im den Durdyfchnittöpumfe diefee Normale mit der nächfifolgen: 
den Normale zu finden, wird man bloß die legte Gleichung in Bezie⸗ 
bung auf x und y differentiicen, wodurd) man erhält 

G—pney—dermo 

Sucht man aus diefen zwey Gleichungen die. ‚Größen x’ und y’, 

und ſubſtituirt fie in dem allgemeinen Ausdrude 


Ks + 
der Diſtanz zweyer Punkte, fo erhält man für diefe Diſtanz 


& 
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ds’ 


Tamy Pe p 


wie zuvor. 


$. 97. (Eooluten der krummen linien) Da die Groͤßen a 
und ß, oder da die Coordinaten des Mittelpunfted ded Dbculationse 
Kreifed Zunftionen von x und y, alfo auch, vermöge der gegebenen 
Gleichung der Curve zwiſchen x und y, bloße Funftionen von x find, fo 
ändern fich jene beyden Größen, fo wie fih x ändert, oder wie man 
von einem Punfte der Curve zu einem andern übergeht. Die Aufeins 

anderfolge aller diefer Mittelpunfte des Dsculationd:Kreifes einer Curve 
bildet daher wieder eine andere Curve, die man die Evolute oder die 
Abgewidelte der gegebenen Curve nennt, fo wie diefe wieder Die 
Evolvente der Abgewidelten heißt. Sind mM, m’M! (Big. 36) 
die Krümmungshalbmeiler der Curve MM’, fo iſt MM-M’ die Evol; 
vente, und mm’ m’ die Evolute, wo AP=x, PM==y die fenf- 
rechten Coordinaten der Evolvente, und Ap =a, pm=ß die aua 
Iogen Coordinaten der Evolvente find. 

Diefe beyden Curven haben mehrere merkwürdige Relationen us 
ter einander, die man leicht aud den drey Gleichungen (A) des 6. 95 


Tonnen lernt. Setzt man, wie gewöhnlih, dx conftant, fo find diefe 
Gleichungen: 


«— a”? + v—P = pt ...(1), 
‚—a)dxe + y—A)dy=o...(2) 
dx? + d? + y—A)dy=o... (3). 

I. Eliminirt man naͤmlich zwifchen der in xy gegebenen Glei⸗ 
hung der Evolnente und zwifchen den Gleihungen (2) und (3) die 
beyden Größen x und y, fo erhält man eine Gleichung zwifhen « und 
ß, die daher die Gleichung der Evolute feyn muß. 

II. Da die Sleihung (2) auch fo ausgedrückt werden kann: 


B-1=- Zen, 


fo gehört fie ($. gı, 1.) für die Hermale mM der Evolvente, d. 6. 
für die gerade Linie, die von dem Punfte m, deilen Coordinaten a 
und A find, fenfrecht auf die Evolvente gezogen wird. 

II. Differentiirt man die beyden erften Gleichungen (1) und (2) 
nicht bloß in Beziehung auf x ımd y, fondern audy in Beziehung auf 
die Größe «, B and y, da die legtern Größen Funktionen von x find, 


| 
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erhält man ZZ | | ut. ; 
G—a)dx + (r—P)dy — wert — u Map. = pdp 
ur +d 4 G—Ady— dadı — dßdy = 0, \ 
uud diefe Auddrüce gehen mitten der Gleichungen () und () in flo ⸗ 
gende über : " 


a)da gt ripmo... (4) 
dadx — dßdy=o... 6b). 


Die Iepte gibt JE = — 5, wege Ansdruck die Gleichung 
B —f y EL — Hu’ dy > (@—3) 
in die folgende verwandelt: ’ 
y-b- ao), | 





und diefe letzte Gleichung zeigt, daß die Normale mM der Evolvente 
zugleich eine Tangente der Evolute iſt ($. 91). 
IV. Subſtituirt man den legten Werth von y—B in die Glei⸗ 
chungen (a) und (4), und eliminirt dann x—a, fo erhält man 
dp? == da? 4 dß:. 

Da aber das Differential eines Vogend, oder da ds lberhaupt 
gleich Vax? + dy? iſt, fo zeigt die letzte Gleichung, daß der Halb⸗ 
meſſer des Obculationd « Kreifes der Evolvente ſich um diefelben Unter: 
ſchiede ändert, als der Bogen der Evolute. | 

Aus II. und IV. folgt, daß ein vollfommen biegfamer,, um die 
Evolute mm’ m’/ gelegter Baden, wenn er von derfelben frey abge» 
widelt wird, fo daß er in jedem Punkte, wo er die Evolute verläßt, 
eine Tangente derfelben ift, mit jedem feiner bereit abgewidelten 
Punkte die Evolvente der Curve MM’... befchreibt ; eine merkwürdige 
Eigenfchaft, Die befanntlich in der Mechanik bereits eine fehr finnreiche 
Anwendung gefunden hat. i 

V. Man fieht daraus zugleich, daß alle Evoluten rectificabel 
ſind ($. 88, Ex. IL), das heißt, daß mam die Länge diefer Curve zwi⸗ 
ſchen zwey gegebenen Punkten derfelben durch eine gerade Linie meſſen 
oder angeben fann, weil die Zunahme des Bogens der Evolute gleich 
der Zunahme des Krümmungohalbmeſſers der Evolvente ift, und weil 
der Krͤmmungshalbmeſſer einer jeden Curve immer angegeben werden 
fann, da er bloß die Anwendung der Differentialrechnung erfordert. 
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VI. ®ir haben in I. gezeigt, wie man aus der Evolvente di 
Enusinte finden fann, Um aber auch das umgekehrte Problem aufjw 
Isfen, fo fey die Sleihung B= 9a der Evolute gegeben, und daran) 
die Sleihung'y —=fx der Evoloente zu fuchen. 

Es war 

B-ı=5 und «-ı+6-NIeo 

Aus diefen * Ausdrüden folgt 

ds?dy ds? 
— und 9a — y = or 

Eliminirt man aus diefen zwey Gleichungen die Größe a, fo er 
halt man eine Differentialgleihung der zwepten Ordnung zwifcen x 
and y, die alfo für die gefuchte Evoldente gehört. 

VII. Diefelbe Aufgabe läßt fich auch fo darflellen. Es war 


1-B-a-)t=-o m 
a-y+0-Den 


Bemerkt man aber, daß dp? = dat + dß* ift, fo erhält man 
aus diefen beyden Sleichungen, da B = Ya ift: 





Eliminirt man aus diefen beyden Gleichungen die Größe a, ſe 
wird dad Reſultat diefer Elimination die gefuchte Gleichung der Evol: 
vente zwifchen x und y feyn. Allein diefe Elimination fegt voraus, 
daß man bereitö y durch « ausdrüden fann, d.h. da 

dy? = dat + dßt 
ik, daß man die gegebene Evolute rectificiren kann. 


$. 98. Geyſpiele für den Arũmmungehalbmeller.) I. Maı 
ſuche den Krümmungshalbmefler der Linien der zweyten Ordnung. Di 
Gleichung diefer Linien it (Einleit. $. 14) 
= ps — Pr. 


Dieß gibt fofort 
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dy = (\ —- BI, - 


«= [r Hr -) = und 
— —— 


alſo iſt auch 


[= -;)+e( IT. kr 


Sucht man aber die Normale N 17 z diefer Curven, ſo fin 
det man 


evbedHd 


alfo ift auch 


Pen. 
:p? , 
Für zo hat man — Für die Parabel it a unendlich groß, 


alfo auch 
-yetır (p + a5 


Sept man aber in dem —& für die Ellipſe ſtatt x die Groͤße 
a— xy oder nimmt man den Anfangspunkt der Coordinaten im Mittel: 
punfte der Ellipfe, fo geht der vorhergehende Ausdrud von N in den 


folgenden über: 
b 4 — (a? — b2) x? oo ‘ 
N= Va va, "oder da 


b’xt = a22 (bꝛ —y2) iſt: 
N=;Ver t@—hr... 
II. Eben fo erhält man für die Cogiflit, deren Gleichung y= —leg.x 
it ($. 27, 1) oo. | oo 
4y dy . ı de — 
Hr —V, 
und daher DE 0 
ira we 
fo wie j : 0 
ea, -ic4h und yopkırye. 


III. Für die gemeine Cyclois endlich hat man . 17 VI.). 
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= aarc.ca. (1 — !) - VYaıy — yt, 


wo (Big.26) AP=x, PM=y ilt. 
Daraud erhält man fofort 











45 BE adz? 
dx = — und de y ——7— 
2 
ds = dy. V= — 5 alſo auch 
p=2Vsaay=aN, F 


wenn wieder N die Normale der Encloiß für denſelben Punkt bezeichnet. 


§. d0. Geyſpiele für Die Evolnie) I. Zür bie Apollonife 
Parabel hat man y? ar alfo auch 


yapı, yo — pl und | 
Y. | oo 
W J 
s—.=—- - e+r), 1-B=ıt5 


rs 
"Yap pP 
Aus diefen beyden Siidunge folge ducch Elireination von x 


be = &-p | 


oder endlih, wenn man a — p= at fegt: 
, Bo Bas 
27 pP 
die gefuchte Gleichung der Evolute der Apolloniſchen Parabel, ‚ die ale 
die Neil’fche Parabel ıft (Ein. $. 15, 1). 

In Sig. 37 iſt MAMY die Apollonifhe Parabel, und ma m? die 
Evolute derfelben oder die Neil’ihe Parabel. 

Man wird dabey bemerken, daß der die Evolute bedediende Fa: 
den, durch deffen Abwicklung die Edolvente entfteht, in unferm Bey: 
fpiele über den Scheitel a der Evolute nad um das Stüd aA=—=p in 
der Richtung der erfteren Tangente aX der Evolute heraudreichen muß, 
damit der Endpunkt A dieſes Fadens, bey feiner Abwidlung, in det 
hat die Apollonifche Parabel MAM befchreibe. Dieſes Stud aA=p 
ift gleich dem Krümmungshalbmeifer der Apollonifchen Parabel in ih: 
vem Scheitel A, ' Wätde man einen andern Punkt zwifchen a und A, 


a—_x=p+ar und B=— — 
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oder jenfeitd von A für den die Evolventen befchreibenden Punft an⸗ 
nehmen, fo würde diefe Evolvente auch nicht mehr die Apollonifche Pa⸗ 
tabel ,' fondern irgend eine andere Eurve feyn. 

II. Zür die gemeine Eycloid Hat man, wie 6.98, III., wenn 
man wieder die Gleichung 


x = a arc. con. ( (-2)- Vor 
ja runde legt, wo (Fig. 2b und 38) APz=x, PM==y if, 


B=—yınd a =x-+H avV— 33 — Pr. 
Subftituirt man die aus diefen Ausdrüden folgenden Werthe von 
xundy in der vorhergehenden urfprünglichen Gleichung der Eyclie, 
ſo erhaͤlt man 


= a arc.con (2 +) + Vor 2 
für die geſuchte Gleichung der Evolute der Cyelois. Sept man 


B=—xı’ md amy, 
fo wird die letzte Gleichung 
y’ = a art, cos. ( — -) + Vaaxı — x", 


diefelbe, welche wir fchon oben (Einl. $. 17, VI, A) ebenfalls für die 
Cyelois gefunden haben, wo CQ=—x’ und QM=y war. 

Setzt man daher auch in Kig.38 Age=x’, und die barauf fenfe 
rechte Gerade qm=—y’, fo fieht man, daß die Evolute Amm/ der 
Cyclois ACB wieder diefelbe Cyclois, nur in verfehrter Lage ift, fo 
daß bey der erſten Eyclois AMB der Anfangspunft in A und der 
Scheitel in C, bey der zweyten A mm’ aber der Scheitel in A ifl. 

DL Fuͤr die Ellipfe, deren halbe Aren a und b find, bat man 
G. 14) y 

a 
und darand folgt 


a a Zen und ß — (a? dp, 


alſo auch) 
x _- aa Y__ 
van und 57 Vu 
Subflituirt man diefe Werthe von — und 7 5 in der urfprünglichen 
Gleichung der Elipfe, fo erhält man “. 
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(=) u („= )- " 


oder, wenn man alle Blieder dieſes Ausdrucks durch 


TH 


für die Gleichung der Evolute der Ellipſe. Ihre Geftalt it in Fig. 18 
($. 16, 11.) gegeben worden. Setzt man die Größe bꝛ negativ, fo er. 
halt man die Evolute der Hyperbel. 

IV. Um endlich audy aus der gegebenen Evolute die ihrer Evol⸗ 
vente zu finden, wollen wir annehmen, daß die Evolute ein Kreis des 
Halbmeſſers a fey, fo ift die Gleichung des Kreiſes zwifchen den Coor⸗ 
dinaten a und ß - 





Io 


b?2\? 











a? — ßt = at, oder auch 
az=acos.y9 und B=asin.g, 

wo 9 den Winfel bezeichnet, der zu den Coordinaten = und ß gehört. 

Nennt man p den dieſem Winfel entfprechenden Kreisbogen, ſo iſt ⸗ as. 


Dieß vorausgeſetzt, hat man 


da dB 
I, = sia.p und 1, 7 9 


upd ſonech werden die beyden legten Gleichungen des 6.97, VI. 
x a cos. 9 - ap sin.p und 
y=asin.9 — ap c60s. , 
und die Elimination von P aus diefen beyden Ausdrüden gibt die ge- 
fuchte Gleichung der Evolvente des Kreifed. | 


$. 100. (Anwendung des Dorhergehenden auf Polar- 
soordinaten.) Wenn man, wie in $.93, die Gleichungen 
x=rcos.v und y=Lr sin» 

bat, wo der dort eingeführte Winkel m hier der Kürze wegen gleich 
Null gefegt worden ift, fo erhält man, wenn man diefe Gleichungen 
- zweymal differentürt, ohne dabey ein erftes Differential ald conſtant 
vorauszufegen : 

dx = dr cos. v — rd» sin.y, 

dy = dr sin.» -+- rd» cos», 

d!x = d!rcos.» — 2drd» sin.v 4 rd»? cos.» — rd?» sin.», 

dy = d?rsin.v 4 2drd» cos.v — rd»? sin.» 4 rd?» cos. ». 


$. 100. 191 


Es war aber der Ausdrud deö Krümmungshalbmefferd zwiſchen 
ben rechtwinkligen Coordinaten x und y, wenn ebenfalld fein erſtes 
Differential conflant vorausgefegt wird ($. 95) 

dss 
pP dxd?y — dyd2x’ 
Subflituirt man in diefer Gleichung die vorhergehenden Ausdruͤcke 
un dx, dxu.f., fo erhält man 
— ds 
pP r2d»s + adrad» + rdrdes — rdydir? 
we de = dr? 4 r?d»2 ift, 
md hier ift ebenfalls Sein erſtes Differential “conftant vorausgeſetzt 
vorden. 
Iſt daher dv == const., fo hat man 
— ds’ 
und it dr == const., fo ift 





p 


— dss 
r2dy» > adr?dy 4 rdrd?y’ 
Ex. Für die logarithmiſche Spirale hat man ($.23, IL) 


p= 


v= log. r; 


Mo iſt auch | . 
= Ö und ds = Ydr: + rd»? — dr.ya. 
Diefe Spirale läßt ſich daher rectificiren, da der urfprüngliche 
lusdruck der legten Differentialgleihung 
| s=r.Ya if. 


Beiter ift für den Winkel der Tangente mit dem Radius Vec⸗ 
er ($. 93 N IV .) 


à | 
tang. w = — = ı, alfo conftant. 


Um die Differentialgleichung diefer Spirale zwifchen den rechts 
afligen Coordinaten x und y zu erhalten, wird man, nad |. 93, in 
r Gleichung rdv=dr flatt dv und dr ihre Werthe 


Mituiren, wodurch man erhält _ 
«— „)dy=(x+y)dx, 
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und daher ift auch die zweyte Differentialgleihung diefer Spirale 
(x — y)dıy = dx? + dy* ....() | 
Endlich erhält man die Evolute einer Curve, wenn man (nad) 
. 6.97) die Werthe von x und y aus den beyden Gleihungen 
(«—a)dx -+ („—R)dy =0...() 
de Lie Ho Ady=o... 6 
fucht, und diefelben in der ‚urfprünglichen Gleichung ber Curve fubfli 
tuiet. Diefem gemäß findet man aus den Alehungen (1) und (3) fo 


fort =. Die Gleichung (2) aber gibt, Ye * —:t7 ty, 


x—y 
2 +-y— al) — B&+n =0 
oder, da bereitd za=ß gefunden wurde: 
",+a@-A)y=aßı 

woraus fofort folgt y=— a. 

Wir haben daher x=Pß und y=—a, und daraus folgt, dai 
die Evolute der Togarithmifchen Spirale wieder eine ber gegebenen 
gleiche und gleichliegende Spirale iſt. 


$. 101. (Tangential - Coordinaten.) Die Gleichungen dei 
frummen Linien laſſen fich auch noch auf andere Weife ausbrüden, all 
bisher, durch rechtiwinflige oder durch Polar » Eoordinaten, gefchehen it 
Eine der merfwürdigften ift die zwifchen dem Radius Vector AM=: 
(Fig. 39) und dem Lothe AU=u aus dem Pole A auf die Tangent 
MT der Eurve. Man Fann diefe beyden veränderlihen Größen bi 
Zangential»sCoordinaten nennen. 

Um ihre Relation mit den Polar s Coordinaten zu erhalten, zieh 
man aus dem Pole A mit dem Halbmeiler AM==r einen Kreidboge 
Mm, welcher den naͤchſten Radius Vector AN der Curve in den 
Punkte m fchneidet, fo it Nm=dr, MAN==d», alſo aud 
Mmeardyv. Da aber die Dreyede MNm und NAU aͤhnlich fin! 


fo hat man 
MN AN ds r 
Nun oder dr — Va. W () und 
MN AN ds u 


I rt Mm, 
wo ds = dr? + rd»? ll. 


So hat man für den Kreis des Halbmeilerd a, wenn der Po 
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ober der Anfongepunkt der Coordinaten in der Peripherie liege, wie 
befannt: 

r = 328 cos v oder dr = — 2aadr sin», 
alfo auch 


unb daher nach (II) 


ds = 2ad», 


ds _ 3 r d 
rd rw oder 


r? = sau, 
welches bie Gleichung deö Kreiſes zwiſchen den Tangential⸗ Coordina⸗ 
ten iſt. 
Eben ſo hat man für die Ellipſe, wenn der Pol im Brennpunkte 
iſt 6. 14), 


— aG — 65) 
a +. cos.» 


wo = - Ya — b2 iſt. 


Das Differential diefes Ausdrude iſt 


dr r?s sin. y 
dy at -_®)' 


Allein die erfte Gleichung der Ellipſe gibt 


. b sar— r — b? ou, 
sın.y = * vr alfo iſt auch 


8V— 75 
=; ar — r? — b?, 


Subſtituirt man dieß in der Steichung 
| ds? 


. 


ye"+r = i erpäte man 
ds? 
= 5 - (aa —r), 
und damit erhält man aus der Gleichung (II) 
b?r aut 
u? == 7 oder r= rw 





die gefuchte Gleichung der Ellipfe zwifchen den Tangential» Coordinaten. 
Nimmt mıan aber den Pol im Mittelpunfte der Ellipfe, fo iſt die 
Gleichung derfelben 
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Zür die Parabel endlich hat man, wenn det Pol im Scheitel 

liegt, und der halbe Pe p ift: | 
= 2pr, 

- 1 Zransformirt man die vier in $. 93, IV. gegebenen Auddrüde 

mittelft der Gleichungen (I) und (II) in Zangential: Coordinaten, fo | 

erhält man | 





ru 
Subtang, = — U, Tag , 
r2 — u? r — .u? 


Subnorm.= Vr u, Norm, =, | 


fo daß alſo dieſe vier Groͤßen, die ſonſt Funktionen von Differentiallen 
waren, hier unter der Form von endlichen Groͤßen erſcheinen. 
Ex. Fuͤr die Ellipſe war 
u? —= _ ber 2 
. | — asa—r’ 
alfo ift auch die Subtangente der Ellipfe gleich 
br 
Yıar - rn — Lt ! 
wie man auch aus der Polangleichung 
a (ı — ı) 
ı + s cos. y 
findet, wenn man daraus den Werth der Subtang. = 


r= 


pt 





— fudt. 


IL. Auf diefelbe Weife erhält man auch den dandım Ausdrud 
für den Krümmungshalbmeiler der Curven swifchen Tangential = Eoore 
dinaten, wenn man ig: jenem deö $. 100, wo dr conftant ift, oder 
wenn man in der Gleichung 

ds> 


pP mm r2dy’ + 2dr2dy + rdrd2y 


ſait J, wie aus den Gleichungen (I) und (1) ſolgt; die Groͤße 


d r r r32 — u? 
— —— [N —⸗ 
dy u ’ 


und deren Differential . - 
rd?y.Vr m edrda dr FR ira) 
r—u? 


fubflituiet, wodurh man für den gefnchten Kruͤmmungshalbmeſſer 
erhaͤlt: 
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= ; 
du Ä 
alfo einen Ausdruck, der nur von den erflen Differentialien. der. Größen 
uundr abhängt, wie es der Natur der Zangeniial Coordinaten ge⸗ 
maͤß iſt. 


6. 102. Golllinien) Veſchleſen wir dieſen Oegenftand. mit 
dee Betrachtimg eines zahlreichen Geſchlechts von Eurven, zu welchen 
die oben angeführte Chelois nur alb ein ſehr fpecieller Fall gehört; 

Eine gegeberie Carve DE (Fig. 40), mit weldjer ein Punft M 
durch die Linie ME feit verbunden äft, waͤlze fich auf einer anderen ge⸗ 
gebenen, firen Curve AD. Die Curve mMn, welde der —* 
bende Punkt Mwaͤhrend der Bewegung der erſten Curve durchlauft, 
heißt Rolllinte, 

Um die Gleichung der’ Cinie mMn u finden, ziehe man durch 
deu gemeinfchaftlichen Punkt D beyder Curven und durch den befchreis 
benden Punft M die Gerade DM—r, und. befehreibe dann aus D, 
old Mittelpunkt mit diefem Halbmeſſer r, einen Krejsbogen. hut 
man dasfelbe mit jedem andern nächſtfolgenden Punfte D, der den 
bepden gegebenen Curven gemeinfchaftlic ift, ‚To werden die Durchs 
fhnittöpuufte won je zwey nächfien dieſer Kreisbogen in der Rolllinie 
liegen, und die legte wird bloß in der Aufeinanderfolge aller diefer 
Durchſchnittspuukte beſtehen. 

Sind AP’=x’ und PDD die Coordinaten der. fixen Curve 
AD, und find AP=x, PM=y bie Eoordinaten ded Punfted M 
der Rolllinie, fo ift die Gleichung eines diefer Kreife 

kr 4e-Nrm=e 

In dieſer Gleichung ift die Größe y’ ſowohl, als auch die Größe 
r ald eine Funktion vpn x’ zu betrathten. Differentürt man fie daher 
in Beziehung auf x’, fo hat man 


Ze trbenmg 24-0 ü 


md die Elimination von x’ aus diefen beyden Gleichungen wird fofort 
die gefuchte Gleichung der Rolllinie zwiſchen x x und r geben: 
Sept man der Kürze wegen 
der a dır + dy®, 
fo findet man aus diefen Gleichungen für die Werthe von x und y fok 
gende Ausdrücke: 


t ! 


— 


13 * 


‚96 9. 102. 
xx — iD (rdrdx + rdy'Vds’ — dr?), 


Tr = y' =. ; (rdrdyt — waxyder — dr) 


1 Sy, für einen fpeciellen Fall, di⸗ bewegliche Curve DE ein 
Kreis des Halbmeifers a, und die fefte Curve AD ebenfalld ein Kreis 
des Halbmeſſers b, und fey ‚die unveränderliche Gerade, welche den 
befchreibenden Punks M trägt, und ihn mit dem Mittelpunfte O des 
erften Kreiſes verbindet, oder fey MO—c. Bey .überdieß ı der Bo: 
gen. AD, alſo aud) der Winkel am Mistelpunfte C ded zweyten Kreiſes 


oder fey der Winkel ACD=- * ſo wie der Winkel 
| 18a — POM = ar fo bat man 


‘ t . En 
v = ı — cos. und = sin. > 


4 


und uberdieß 
oo, ehem. 
Daraus folge ſofort 
de I" dy rdr tt. | 
m, I = 00: und —=—esin.. | 


Subfituir man diefe Ausdrüde in dem vorhergehenden Werthe 
von x, fo hat man 


.t ,% t eꝛ2 t 
aın. - sin. — T cOS - 1— — in,® — 
xx + esin- sin. —. -V sin! =, oder 
ra ' 2 . tt . t- ta: — 
xı—-b —b co.- c sın.- sı Leon! V m ? sin.’ - 
„+ FE · b m e a. a! 


oder endlih, wenn-man in diefer Gleichung den oben gegebenen Werth 
von x? fubflituirt: _ 


remeimem(ir): 


und eben fo 
y=(a+tb) ein. + c sin. X + Hr 


und die Elimination der Groͤße t aus diefen beyden Gleichungen gibt die 
gefuchte Gleichung der Rolllinie, welche für diefen befonderen Ball die 
Epicyelois heißt. (Vergl. 9. 17, VL) 

So oft die Groͤßen a und b fich wie zwey ganze Zahlen verhalten, 
läßt fi) aud den beyden letzten Sleichuugen die Größe ı fo eliminiren, 
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daß das Reſultat zwiſchen x und y eine algebraifche Gleichung gibt. 
Iſt a negativ, fo waͤlzt ſich der bewegliche Kreis auf der inneren Seite 
der Peripherie des feſten Kreiſes, und dann ˖wird die von Mbeſchrie⸗ 
bene Curve die Hppocyhelois genannt. Iſt endlich die feſte Curve 
AD eine gerade Linie, und wählt man dieſe Gerad⸗ fuͤr die Axe der 

, ſo iſ 0 und x’—=t, fo wie 


fo daß daher die beyden vorhergehenden Olethanen i in die ſolgenden 
uͤbergehen: ml 


t 
xt — cosin.-, 
& 


| t 
y=a— ccou- 


und die Elimination von t aus diefen zwey Ausdrüden gibt die Glei⸗ 
hung der Cyclois, und zwar der verkürzten, wenn a<c, der verlaͤn⸗ 
gerten, wenn a>c, und endlich der gemeinen Cyclois, wenn ac 
iſt, ũbereinſtimmend mit $. Ku vr 


x 
Befondere Punkte der Frummen Linien. 


$. 103, (Berhalten der Curven gegen ihre Abſcilſenayen.) 
Eine Eurve entfernt fi) von der Abfeiffenare, oder fie nähert fi 
derfelben, je mohden- für ein poſi itives dx, der Werth von y, alfo 


auch der von A = z pofitiv oder negativ iſt. Dabey wird demnach 


die Groͤße dx immer pofitiv angenommen, oder «8 wird voramägefeht, 
daß man in der Abfciffenaze immer in der Richtung der wachjenden po- 
fitiven Abſciſſen fortgeht. 
Für die Parabel z. B. iſt yP—apx ‚ alſo auch 
92 


dx. y 
Da alſo in. derjenigen Hälfte dieſer Curve, wo of it, auch 
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Fri TE oft itiv it ‚ ſo entfernt ſich der über der abſeiſſenore liegende Bogen 


on Parabel ind Unendliche von-diefer Axe, und dasfelbe gilt auch von 
dem andern, unter der Abſciſſenaxe liegenden Bogen. Denn für diefen 
Bogen jit y negativ, alfo auch, menn man „= — v vi, wo u eine 


pofitive Größe ift, 
dy _P. 
dx. u 5 


ſo daß demnach — wieder pofltiv iſt. 
. Eben fo hat man für den Kreis, deffen Halbmeſſer a ift, 


ran, 
alfo auch 


und daraus. folgt, daß ſich die Eurve in. den beyden Auadranten, ww 
x und y poſitiv, und wo x pofitiv, y aber negativ ift, ſich für wad: 
fende x der Abfeiffenare nähert, für die beyden anderen Quadranten 
aber fich von ihr entfernt, wenn man naͤmlich in. den. beyden legten 
Quadranten in derfelben Richtung, wie bey den zwey eriten, in der 
Abfeiffenare fortgeht. So hat man für denjenigen Qnadranten, wo 
x und y negativ ift, wenn man x=— und y=—y feßt, 


dv E : du E 
- „7; Mn and 


oder die Curve entfernt fich von der Abſciſſenaxe, wenn dx in derfelben 
Richtung, wie zuvor, genommen Wird. 


.$ 104. (Tonravität und Conveyität der Curven gegen die 
Abtciſſenave.) Eine Curve MNP (Fig. 31) iſt gegen die Abſciſſen⸗ 
are AX concav ober conver, je nachdem bie zweyte Differenz 

Pb—Na=Pp 
der Ordinaten negativ oder pofitiv ifl. Nach dem Vorhergehenden 
G. 87) iſt aber Ppy, weun 
NMac- dy m BCSÆ Ch E dx 


iſt. Die Curve iſt alſo in dem Puntte gar AX echcan oder con: 


um . n ’ 


ver, wenn, für pofitive y, die Groͤße negatio oder poſitiv iſt. 


Fuͤr negative Ordinaten y wuͤrde ſich dieſe Regel umfehren. Man 
kann aber dieſe Duplicitaͤt der Vorſchrift vermeiden, wenn man ſagt, 
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daß die Curve 'gegen AX concav oder conver ift, wenn y und 7 TE 


entgegengefebte Oder gleiche Zeichen haben, oder kurz: ’ Die Curve ift 
gegen die Abfciffenare 


concav, wenn dad Produkt y. = Y negativ, oder 
come, » >» » » poſitiv iſt. 
Fuͤr die Parabel z. B. iſt = =spx, alfo ey =— E, oder 


diefe Curve ift innmer gegen die Abfeiffenare eoncav. ‚Kür die Cyelois 
bat man (nach 9.98, III.), wenn (Big. 26) APsax, PMz=ay ifl, 


d’y a 
dr=ny 


elfo ift auch diefe Curve in allen ihren Theilen gegen die Abfciffenare 
concav, da in ihre die Ordinate y immer pofitiv it. Für die Logiitif 
endlich it ($. 17 , 1.) yalog. x, wo ($ig. ") J rus iſt; 
alſo it auch 

ydy 

dı? 
oder die Curve iſt über der Abfciffenare gegen fie concan, und unter 
derfelben conver, weil in diefem zweyten Theile x Fleiner als AB= 1, 
alſo log. x megativ ill. 


= — * lenes, 


Fos. (Wendepunkte der Curven.) Wendepunkte einer 
Curve werden diejenigen Punkte genannt, wo die Ordinate y einen 
geößten oder Pleinften Werth hat; diefen Ausdrud in der 
Bedeutung genommen, wie er oben ($.83) aufgeilctt worden if. Für 


felche Wendepunfte wird alfo die Größe —. gleich Null, oden jauch 


unendlich groß gefept werden müffen, woraus hervorgeht , daß filt biete 
Punkte die Tangente der Curve zur Abfeiffenare parallel oder‘ fehtreißt 


feht, da (nach $.90) tang. w ==! iſt. Hier wollen wir dur die 


erſten dieſer beyden Faͤlle betrachten, wo I: = iſt, und den ande: 


sen Hall, wo = =o% iſt, fpäter eigens behandeln. 
Wir ji aber bereits oben ($.83) gefehen, daß die Kedingungd- 
geihung 77 —* 0 für einen arößten ober kleinſteu Werth der Or0Be 3, y, 


1 
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das heißt alfo, fr einen Wendepunkt der Curve allerbinge nothwendig, | 
aber nicht hinreichend ft, „endern daß auch für die Erifteng eines fols 
oder wenn 
= verfchwindet , —8 auch * verſchwinden muß, aber * 


nicht verſchwinden darf u. f, w., fo daß man daher zur Aufſuchung der 
Wendepunkte der Curven ganz dasſelbe Verfahren anwenden wird, 


welches wir oben zur Beſtimmung der größten und Eleinften Bertpe 
der Funktionen gegeben haben, 


So erhält man für die “anne, wenn man ihre Gleichung 


— = fr 
bifferentürs, und. SI = 0 st, für die Abſeiſſe xe=o, und da für 





diefen Werth von x die Größe * negativ wird, fo gibt x==o den 


größten Werth ya + b, oder die beyden Wendepunfte der Ellipfe ges 
hören für die Abſciſſe x=o. Nimmt man die Fleine Are der Ellipſe 
fur d die der Abſciſſe x ‚ ‚fe bat man 


und man findet auch hier, daß x== 0 oder ya + a zwey Wendepunfte 
der Ellipfe gibt. 


Sür die Sinuslinie ($. 17, III. Sig. 23) ift ya sin. x, alfo ge 
Hören ve Vendepunkte zu den Abfciſſen = + ne, wonmn, 3, 
5,7. 


$. 106. (Infleyions- und Beugungspunkte,) Inflerions. 
punfte.der Curven nennt man diejenigen, wo die Concavität derfelben 
in eine. Converität gegen die Abfeiffenare oder auch gegen irgend eine 
andere ‚fefte Gerade übergeht. Für ſolche Punfte muß daher, nad 


dem in 4. 104 Geſagten, der Werth von * Ey “ri Null oder gleih 
unendlich ſeyn, oder der allgemeine 8* von —— * I muß, für ſolche 


Punkte, von dem poſitiven Zuſtand in den negativen übergehen. 
Hat man fd, aus der gegebenen Gleichung der Curve, und aus ber 


Bedingungsgleichung = — 0 dieWerthe x=a und y==ß der Coor⸗ 
dinaten gefunden, für welche ein Inflerionspunft Statt haben kann, 
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fo wi man, um die Erifien; desfelben zu eonftatiten , in der Ole. 
dung 7 * ſtatt x die Größe a--h und a—h fepen, wo h unendiich 
fein it, und zuſehen, ob für dieſe kleinſten Werthe von h die Groͤße 
I aud) in der That ihre Zeichen Ändert. 

Iſt z. B. die Gleichung 
12646- 5 
einer Curve gegeben, ſo findet man 
dy 3 d2y 6 


„= — m 2 


(x — a) * a5 (x — a)’ 





Nimmt man hier * = 00, ſo erhaͤlt man x=a. Setzt man 
aber x=a + h, fo wird 


* 


und da ſonach ein Zeichenwechſel Statt hat, ſo hat die Curve einen 
Inflexionspunkt für x=a und y=ß,. 
' Auf diefe Weife findet man, daß die Curve, deren Gleichung 
ax? 
+. 


iR, für x = einen Inflerionspunft hat. Dan fieht, baß in dieſen 


Jnflesionspunften die Curve von der „Tangente zugleich berührt und 
durchſchnitten wird, wie in Big. 41. Übrigens können diefe Tangenten 
in jenen Punkten jede willfürliche Lage gegen die Abfeiffenare haben, 
da man, um diefe Cage zu ändern, nur die Richtung der Coordinaten⸗ 
asen (nach $. 4) verändern kann. 


y= 


$. 109. (Spitzen der Curven) In den Spißzen vereinigen fi 
wenigſtens zwey Aſte der Curven, die daſelbſt eine gemeinſchaftliche, 
zwiſchen dieſen Äſten liegende Tangente haben, wie in Fig.5 und 6. 
Verlegt man den Anfang der Coordinaten in diefe Spitze, und die Ab» 
feiffenare in jene Tangente, fo fönnen in der fo veränderten Gleichung 
der Eurve die Meinften Werthe von x bloß pofitiv oder bloß negativ feyn, 


und die Größe 7 wird für x = oa bloß den einzigen Werth o, für 
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jede andere fehr Meine Abſciſſe x aber einen doppelten wer we 
fhiedenen Zeichen haben. 
Kür die Tiffoie ($. 15, U. Sig. 6) iſt x? =y @—x), und dieſe 


Gleichung, oder 
=x V: b x 


geigt, daß fir ſehr Meine x diefe Abfeiffe x nur poſitiv feyn Fann. 
Diefe Sleihung gibt aber ‚ 


dy (3a — a1) Vx 
ven’ 





woraus folgt, daß für x=o aud 27 — o iſt, und daß für fehr Fleine 
Werthe von x die Größe-S] einen doppelten Werth hat. 


Eben fo hat die Conchois ($. 15, IV. Fig. 10) die Oleihung 
. y: b\8 
| „t'=(5)' 
wo BQ=x und MQ=y if. 
Setzt man alfo ab, fo hat man 


sax— 12 & 2a — x 

12* —J == vi 
alfo ann auch hier nahe bey dem Anfang der Coordinaten die fehr Fleine 
Groͤße x nur pofitiv feyn, und da man für x==o auch I=o, und 
für fehr Pleine x den Werth von * doppelt findet, ſo hat die Curve 


in dem Punkte B eine Spitze, wie ſchon in $. 16, IV. bemerkt worden 
iſt. Eine ähnliche Spipe hat auch die Neil'ſche Parabel (Fig. 5) in A, 
die Cyclois (Fig. 26) in A und Bu. f. 


$. 108. (Schnäbel der Eurven.) Eine Spige, in welcher die 
in diefem Punkte ſich vereinigenden Äfte beyde auf.derfelben Seite 
der gemeinfchaftlichen Tangente liegen, heißt ein Schnabel. Für ihn 
eilt, was $. 107 von den Spigen gefagt worden ift, nur mit dem Un- 
terfchiede, daß, wenn wie dort die Abſeiſſenaxe in Die aemein kette 


Zangente gelegt worden ift, für ſehr kleine x der Werth von er z zwar 


auch doppelt it, aber dDaßfelbe Zeichen bat. Die oben ($. 6, IV. 
Fig. 20) angegebene Schnabellinie hat in dem Anfangspunkte A der Eoor- 
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dinaten einen ſolchen Schnabel. &egt inan dafelbfi — = ı , fo wird 

die Gleichung Diefer Linie \ 
.. —XE x? + Vxs, und dieſe gibt 

—2 2x +: und 81 — =2-+ Vz 

Sept man in diefen Ausdrüden x 0, fo wird aud) I= 0, 


oder beide Äſte AMiimdi A ch haben die Abfeiffenaze A X zur gemein: 
Khaftlichen Teripense, Eich ſehr Heine Werthe von x aber werden beyde 


Verihe von“ IE = Yopi itiv. Einen ähnlichen Schnabel im Anfangepunfte 
u Conbinaten haben auch die Eurven, deren Gleichungen ot 
y- a4 biiye und yaatıbaiye Hab. 


$. 109. Wieltaehe Punkte ber Curven.) Wenn zwey oder 
mehr Alte einer Eurve fich in einem Punfte fchneiden , ohne m demfels 
den eine gemeinfchaftliche Tangente zu haben , fo wird ein folder Hunt 
ein vielfacher Punkt genannt. Die Glockenlinie ($. 1, IT, Fig. 9 
deren Gleichung: 0 
au —ormo 
iſt, hat in N » wo jeder der beyden Afte AM und Am feine eigene 
Tangente hat, einen ſoichen doppelten Punkt, fo wie die Corchois 
(Fig. 10) in B, die Lemniscate (Bi. ı3) in.A u. 5 IE 


$S. 120, Coniugirte Punkte, ) Wenn die Gleichung einer 1 Eune 
für einen beftimmten Werth von x==a einen reellen Werth von y, 
&er für x — a + b, wo h fohr Mein iſt, einm imaginären Werth 
von y gibt, fo gehört die Abfciffe x a für einen conjugirten Punkt, 
der zwar von der eigentlichen Eurve abgefondert uud ifolirt ift, „aber 
demungeachtet einen integrivenden Theil derfelben bildet. Kür die Cons 
hois ($. 15, IV. Fig. 10) ift | | 


Per(S)—n 
In diefer Sleihung gibt x=o auch yo: Gebt man aber 
v= +b, fo wird v imaginär;. atfo it für b<;a- der Anfangspunkt 
der Curve ein einfacher, -conjugirter Punft- Eben fo.enhält man für die 
Eurve, deren Seichnng J 
Vx iſt, 
frx = — ı und 7 0 einen ‚doppelten Punkt u.f. 


—i— ⸗ 
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XV. 


Differentiation der Gleichungen der 
Oberfläden. 


Br 


“ “ * 
rt tr lt’ ı er Ti 4 J —X 


G 111. CErties Ditlerential der Gleichung siner Släche. ) 
Jede einzelne Gleichung zwifchen drey veraͤnderlichen Größen x, y, z 
Bann als die Gleichung einer Flaͤche betrachtet werden; : Da aber eine 
einzige Gleichung auch nur eine einzige veränderliche Oroͤße beftimmen 
kann, fo müflen die zwey anderen unferer willfürkithen: Annohme über: 
laſſen bleiben, oder man wird zwey diefer Groͤßen, z. B. x und y nad 
Willfür annehmen, um dann durch fie den ihnen entfprechenden Werth 
von z fo zu beflimmen „wie der letzte aus der vorgelegten Sleichung der 
gegebenen Släche folge. So fann man z. Bi. aus der befannten Glei⸗ 
Sung der Kugel u 

| x? - y? + zer, 


deren Halbmeſſer a ift, den Werth von z erft dann erhalten, wenn 
man den Orößen x und y zuvor beftimmte Werthe beygelegt hat, und 
da diefe beyden Groͤßen x und y durch keine weitere Relation uuter 
ſich verbunden, oder da fie von einander unabhängig find, fo wird man 
aud) die eine Derfelben verändern können, während die andere ungeän- 
dert bleibt, fo daß daher die Größe z auf zwey verfchiedene Arten varii- 
een kann, nämlich in Beziehung auf x fowohl, ald auch in Beziehung 
auf y. Im erften Sale betrachtet man in der gegebenen Gleichung 
zwiſchen x, yandz bloß die wen Größen » und x, im zweyten aber bios 
z und y als veräuderlih. Bezeichnet man alfo wieder (wie oben 6.53) 
diefe partiellen Differentialien von z in Beziehung auf x 


durch (2). und in Be;iehung auf y durch (). fo bat man 
für die Differentialgleihung der Kugel 
dz x 
4)=77 und ()=-:_ | 
Man fieht fonach, daß jede einzelne Gleichung wifchen deey ver: 
änderlihen Größen x, y, 2, von welchen zwey, x. und y, unabhiu 
gig find, zu ihrem Differential zwey Gleichungen, aber gwifchen par: 
tiellen Differentialien, bat, und daß nian, wenn man zu den höheren 
Differentialien dieſer Gleichung ſortgehen will, di beyden erſten 
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Diffjerensialien da und dy der zwey ‚als unahhängig. angenommenen 
Groͤßen -conflant ſatzen uuß J 

Sey alſo u = die Glaichung einer glache zhifchen den drey ver⸗ 
inderlichen Gröfen.x,,y und z. — Betrachter man zuerſt bloß die Groͤ⸗ 
kn z uud x. qls nariabel, fo fann die Gleichung um=.o als eine Glei⸗ 
hung zwifchen den zwey veränderlichen Größen z und x angeſehen 
verden, und man hat daher, wie oͤben (5. 69/Gleichuns I .) 
du du dz 
u) Fr) er Er GV, | 
po die in Klammern eingeſchloſſenen Größen die partiellen Differential. 
Sorfficienten, die außer den Klamntern fiehenden Größen-dx und da 
ber gewöhnliche Differentialien bezeichnen. a 

Eben fo erde man, wenn man bloß z und.y variabel annimmt : 


+2) =° 0. 


— man die erſte dieſer Differentialgleichungen durch dx 
ind die zweyte dur⸗ dy, ſo iſt die Summe dieſer Produkte 


du . 
(= dx-+ Dat n) [+50] =° 
Allein —* 4 Frl, ift nichts anderes, als "das voltffäy 


ige Differentiaf von e, ober gleih dz; alfo geht auch die letzte Glei⸗ 
hung in folgende über: 


(7 2) ds + (Z)dr + (E)de=o vo. 0, 


md diefer Ausdruck kann ald das vollfkändige Differential der gegebe- 
in Gleichung ao angefehen werden, wenn man nur bemerkt, daß 
fe eigentlich zweh anderen Differentialgleihungen gleichgeltend iſt. 
Dean wenn man in ihr den er von dz oder 


de = ..dı + 57.dy 


kfituirt, und dann die beyden Größen dx und dy ald von einander 
mabhaͤngig betrachtet, fo findet man die zwey vorhergehenden Glei⸗ 
fangen (X) und (Y) wieder, denen dieſe Gleichung (Z) gleichgel⸗ 
ad iſt. 


$. 1213. Gweytes Differential der Gleichung einer Fläche.) 
Um das zweyte Differential einer Gleichung u=o zwilchen drey ver» 
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änderlichen- Geößeri' zu erhalten, wird man jede'der' beyden vorherg⸗ 
henden erſten Differentialgleichungen (X) und CT). wieder in Beziehung 
aufs, x und auf 2, y partiell: differentiiren. 

Differentiirt man die Gleihung (X) in Beziehung auf = und x, 
fo gibt das erſte Glied derfelben, da nach dent Vorhergehenden dx 
und dy sanft Mi 


+ 2 


und das zweyte Glied gibt 

d?u ds 
: [ =) + (=): dx ri + da?’ 
und daher die Summe voer Glieder 


( =) +2 (5; - un): +7 12)= = +(2 = m =o... AR). 


Differentiirt man aber (X) in Serien auf y, e, oder wad 
dasfelbe it, differentiict man (X) in Beziehung auf x, z, indem man 
bemerkt, daß (nach 9.53, 1.) 


dz. d?z . 
dyds = iriy ik, p mzanm man: 


+98 ++ 


+ (ET — 


Differentiirt man endlich die Gleichung (X) in Beziehung aufr 
und z, fo erhält man 


d’u d?u da? ' 
i2)t? (5)% +: nt )i = 9. (EN, 
und dieß find die drey Differentialgleihungen der zweyten Orduumg 
von der gegebenen endlichen Gleichung u==e. Eine ſolche Gleichung 
‘zwifchen drey veränderlihen Größen hat alfo zwey erfle und drey zweyte 
Differentialgleihungen. Es ift leicht, dieß auch auf die Differential- 
gleichungen der höheren Ordnungen, und auf Gleichungen u==.o w⸗ 
ſcheñ mehr ald drey veraͤnderlichen Größen fortzuſetzen. 
Da in dieſen drey Gleichungen (XX), (XY) und (YY) nur 
drey Differential: Eoefficienten der zweyten Ordnung von der Größe z 
vorfommen, fo wird man fie durch diefe drey Sleihungen beſtimmen 
fönnen. 
Man wird nämlich finden 
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d?z 
dx, 
dez ' j 
. v » * dxdy ” (X Y) und 
4 d?z 
- .ı 2 mu + (MD 
Bemerken wir noch, daß wir in h. 111 für das vollſtaͤndige erfte 

Differential von z erhalten haben: 


den Werth von aus (XX), 


dz = der + Fay, 


und daß man eben ſo das zweyte wouſtäreoge Differential von z, oder 
dag man d?z' erhalten wird, wenn man diefen Ausdrud von dz in 
Beziehung auf x und y differentürt, und dabey dx und dy conflant 
fegt, oder auch, wenn man in der Gleichung (IT) des $. 60 die Größe 
ug und d?y=o febt, fo daß man daher hat 

dir - 2, dxt pa 5 · dx sd 43m. dy®. 

Multiplicirt man aber die vorhergehenden Seigungen (XX), 
(XY) und (YY) nad) der Ordnung dur dx®, adxdy und dy?, fo 
gibt die Summe diefer drey Produkte, wenn man dabey die fo eben 
gegebenen Werthe von dz und d?z berüdfi Arts 


(3) 0 + (er + ar 


+3 1; a) rer + (- 7 1) drdz + * ua] 
d 
+ (2 d? 2 = 0, 
derfelbe Ausdruck oder dadfelbe zweyte Differential der Gleichung a = o 


einer Flaͤche, den man auch erhalten wird, wenn man die vorherge- 
bende erite Diferentialgteihung 


2) dx + (2 ")dr + (7. ds =o 


differentiirt,, indem man im ihr die Größen x, y, z und dz veränder- 
li, die Srößen dx und dy aber conſtaut nimmt. 
Ex. I. Sey die Gleichung gegeben 
u=mo=ıy+Fız -yz — a, fo hat man 
du 


Gert te et 
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ferner 

d’u d? u Bu ; 

d = d 1.) = Fr 22 0%, 


d?u deu 
(=) = (.)= (7) = 
Dieß vorausgefegt, hat man alſo für die Gleichung 
9... tern 
NM... a+9+te+nd= 
AX) . 2.2. Eraıtyg=o 
oo. ds ds d!s | 
.AaD.. - (tn trntrerrmgdg Qt! 
, dz 22 . 
AND... ..Sraety=o 


und dieß find daher die fünf ©leihungen, aus welchen man die Werthe 
‚der fünf Differential: Coefficienten 


und endlich 


in ‚ds dz dz : d?s und da 
dx’ Ay’ de’ dıdy ° ay 


Anden wird. 
| Ohne fid) übrigen® an diefe allgemeinen Formeln zu halten, wird 
man, wie in h66, II., kürzer zu demſelben Ziele gelangen, wenn man 
dje gegebene Sleihun u==o auf die gewöhnliche Weife differentürt. 
Auf diefe Art ce man fofort die Gleichung 
DH... a+ndet+gtddmo, 
KM... 64545 +(s+Fe)dy=o. 
Iſt dann dx und dy conflant, fo gibt die Differentiation der 
zwey letzten Gleichungen 
(CXX. . . adxds > (x 49) des 2 0, u . 
(KY) . .. dzdyt+dxda $Äydae > (pda, 
Y) . . . adyyee Ha +ds= 0 wie zuvor. 
Die gewählte Gleichung 
uao=ıy tx + ys — .» | 
der zweyten Ordnung gehört übrigens für das fogenannte Hoperbolod 
mit einem Fache. Nennt man A, B, C die drey Hauptaxen dieſes 
Hyperboloids, fa hat man 
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Fa — a?, - , 
B? = — aa! (ı - Va) und 
C: = — za (1 — Ya), 
alfo die zweyte Hauptare B imaginär, eine diefem Hyperboloid zukom⸗ 
mende. Eigenſchaft. (M. ſ. Caubhy; Exorsioos d& Mathem. III. donde, 
Paris 1828.) 
Ex. II. Zür dad Ellipfoid mit drey Aren a, b, c hat m man die 
Gleichung 


an - 
ase=5:+1L 43 


Dieſe Gleichung gibt 0: \ 
de. _ ax‘ wm to _ EX. | 
da Mm . dy "8 Dz 


Differentürt man die erſte dicſer Gleichungen in Besiehung auf z 
und x, fo ift 
d’z «3 dz\ _ 
(io: 22), 


oder, wenn. man den Werth von = ſubſtituirt: 
d? z c* Fa 
da ann Or). 
Differentürt man eben fo die erfte jener Gleichungen in Be;iehung 
aufy, oder die zwente in Beziehung auf x, fo erhält man 
er _ _ 
dıdy yo a? b?z> ' 
Differentiirt man endlich die zweyte jener Gleichungen in Bezie⸗ 
hung auf y, ſo hat man 


d2z 4 | 
dy? a: b? 23 (a "). 


$. 113. (Elimination der Conftanten und felbft der wilt- 
kürlichen Funktionen.) Da die Sleihung u=o zwiſchen drey ver 
änderlichen Größen zwey erſte Differentialgleihungen hat, fo kann 
man aus diefen drey Sleihungen zwey Conftanten eliminiren, und das 
Reſultat wird eine Gleichung zwiſchen x, y und,z,. und zwiſchen dem 


— Differentialien (9) und (= ſeyn, die von jenen bey: 


den nflanten ganz unabhängig iſt. 
t man zu dieſen Gleichungen noch die drey Differentialglei⸗ 


1. u böh Rath. 14 
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chungen der zweyten Ordnung von ueao hinzu, fo wird man aus dies 
fen ſechs Gleichungen fünf Größen eliminiren fönnen u. |. w. 

Auf diefe Weife wird man felbft ganz unbekannte Funktionen eis 
ner gegebenen Bleichung eliminiren, und diefer Gleichung eine andere 
ſubſtituiren fönnen, welche diefe Funktion nicht mehr, aber dafür die 
partiellen Differentialien der Größen x, y und = enthält. 

Iſt z. B. die Sleihung gegeben 

s = f(fax+-by) . ». . (D, 

wo f was immer für eine, felbft unbefannte Funktion der Größe 
(ax -+- by) bezeichnet, alfo z. B.: 

z = (ax by)", oder 

z = sin. Yax +4 by, ober 

z = log. (ax+by) u f., 
fo feße man der Kürze wegen ax--by==t, fo daß man für die gege⸗ 
bene Gleichung den einfachen Auodruck | 

z=f(t) 
bat. Differentiirt man diefen Ausdrud in Beziehung auf z, x und 
anfz, y, fo erhält man ($. 39) ., | 
deN\ 


(z = a.f’ (t) und dy = b.f Wr, 





d 
wo f’t wieder irgend eine andere, ebenfalls unbefannte Funktion von t 
bezeichnet. Eliminirt man aus den beyden letzten Gleichungen dieſe 
Größe ſ(1), fo erhält man 


(2) - b( =0...d) 


und diefe Gleichung ift der gegebenen 
e = f(sax-+ by) Ä 
gleihgeltend, obſchon fie die willfürlihe Bunftion nicht mehr enthält. 
Man fieht, daß jene als die erite Differentialgleihung von diefer an 
gefehen werden Fann. 
I. Differentüire man die fo erhaltene Differentialgleichung 


(2) (E)= 


noch einmal partiell, fo erhält man 


(3) -2(2)=0 m ale) (Ei) 
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nd eliminirt man ans diefen beyden Gleichungen bie Oröße =, fo e ers 
hält man ’ ’ 
2g 28 -. 
(a ey _ =) =) ... dl. 
Diefe Gleichung ift die zweyte Differentialgleihung der Gleichung 
(D, und fie ift, wie man fieht, nicht nur von jener willfürlichen Funk⸗ 
tion, fondern auch von den beyden Conftanten a und b ganz uns 
abhängig. 
I. Sey für ein anderes Beyſpiel die Gleichung 
2 2xX.9 (0) Hy Ho) tw. . : (A). 
gegeben, wo 5 und p willfürlidhe, und felbft unbetannte Bunftionen 
Kr Größe co bezeichnen follen. 
Differentiirt man diefe Gleichung partiell, fo erhält man 


() 2⸗ ud (Z)=r@), 


woraus ſofort folgt: 


ER EEERS 


wenn E wieder irgend eine Funktion bezeichnet. Da aber 


ee 


R, fo fann man die beyden vorhergehenden Gleichungen auch fo auß: 
fe 


dz 
=] 
@) =». [:-:(& _,@]. +. (Vi . 
md diefe beyden Gleichungen FR und (c), fo wie auch die ihnen 
Jeichgeltende (a), find die erften Differentialien der gegebenen Gleis 


hung (A): Sie enthalten, wie man fieht, jede nur mehr eine jener 
” witärtichen Funktionen, aber dafür die erſten partiellen Diffes 


iin (12) u (3) 


Wenn man aber die vorhergehende Gleichung 


2) = (2) | 


vch eiamal partiell differentiirt, fo hat man 
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m (E EENWWEE 
2)= (5) OR Gay) 7)! 2) 


alfo auch, wenn man die unbefannte Größe e(2 ) aus diefen zwe 
Gleichungen eliminirt: 


dız »* da⸗ 

2) © 
und dieß iſt die zweyte Differentialgleihung der gegebenen endliche 
Gleichung (A). Sie enthält Feine der beyden urfprünglihen, dure 
$ und + bezeichneten Zunftionen mehr, aber dafür partielle Differen 
tialien der zwenten Ordnung. Auch iſt fie, wie man fieht, identife 
der Ofeihung (II), obſchon diefe auf einem gan; andern Wege erhal 
ten worden ift. 

Dieß wird gendgen, die Wichtigkeit und Allgemeinheit diefer Be 
trachtungen zu zeigen, auf welche wir fpäter wieder zurüdfommen wa 
den. Man wird übrigens von felbft die fehr große Allgemeinheit de 
Gleichungen mit partiellen Differentialien bemerken, da fie, nicht nı 
von den conflanten Größen, welche ihre urfprünglichen Gleichunge 
enthalten, unabhängig find, wie wir diefes oben ($. 61, I) bey de 
Gleichungen mit gewöhnlichen Differentialien bemerkt haben , fonder 
da fie felbit von den ganz willfürlihen Gunftionen von x und y befres 
feyn können, welche in den urfprünglichen oder endlichen Bleichunge 
derfelben vorfommen. 





— — — 


XV. 
Tangirende Ebenen der Flächen. 





$. 114. (Vorläufige Betrachtungen.) Seyen (Big. 42) XA 
YAZ und KAY die drey unter ſich fenfrechten coordinirten Ebene 
z, yz und xy, auf welche alle Punkte einer gegebenen Obe 
bezogen werden. Wenn x allein variirt und x-4-h wird, 
nan von dem Punfte M der Gläche zu dem Punfte M’ über, u 
Punkte M und M’ in einer zur Ebene der xz parallelen Ebeı 
“M’M liegen, und die Ordinate Q’M’ des Punktes Mr iſt 


HH) + 
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Wenn aber y allein variirt und y-- k wird, fo geht man von dem 
ante M zu dem Punkte N über, wo diefe zwey Punkte in einer zus 
ne yz parallelen Ebene PARNM liegen, und. die Ordinate RN 
d Punftes N ıft 


"+45 + ) . .. 


Wenn aber x und y zugleich variiren, fo geht man von dem Punkte 

zu einem andern Punkte N’ über, und zwar auf zwey verfchiedene 

ten, indem man nämlich in der erjten vorhergehenden Entwidlung 

+kflatt y, oder indem man in der zweyten x + h flatt x fegt. 

eyde Wege führen zu demfelben Punkte N’, wenn anderd die Ober: 
ihe in der betrachteten Etelle fletig ift, und die Gleichung ($. 53) 


(a = (5 yd yo)’ 


elhe die Identitaͤt dieſer beyden Verfahren ausdrüdt, gründet fich 
Hein auf diefed Geſetz der Stetigfeit der Släde. 


Diefe Ordinate A/N’ wird daher, in ihrer Entwidlung , nad) 
‚53 zum Ausdrude haben: 


— 8 
— +) He] + 


Bir wollen fie der Kürze wegen fo ausdrüden: 
2 P ph+gk +:(r"® + ashk+tk) +... ., 


‚daß man alfo hat 


=). =). 
=(% 5) * (en). = (7) 


Dieß vorausgeſetzt, ift alfo auch 


re (Z}), :»= 2)= (5 und = (7). 
Wir werden diefe Zeichen im Bolgenden zur Abfürzung beybehal⸗ 
5 und bemerken hier nur, daß ihnen gemäß die allgemeine erfle Dif: 
entialgleichung jeder Släche 
dz = pdx 4 qdy, 
r daher auch die zweyte Differentialgleichung derfelben 
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| dz rdxe + ssdxdy + tdy? 

feyn wird, weil dp esrdz + sdy nd dgeasdxr t tdy ifl. 

I. Diefem gemäß wird alfo die Gleichung (X) des 9. 111 derjeni- 
gen Eurve angehören, in welcher die mit xz parallele Ebene Q’’ Q-M’M 
die Flaͤche u 0 ſchneidet, fo wie die Gleichung (Y) für die Curve ge: 
hört, in welcher die mit yz parallele Ebene PANM die Fläche ſchnei⸗ 
bet. In ber erften diefer Gleichungen it de= Q'’M’— QM, und 
in der zwepten it de=RN— QM, oder dort ift dad partielle 
dz=pdx, und bier it ed de—=gqgdy, beyder Summe aber ift dad 
vollftändige Differential von z oder de=R’N’ — QM=pdx Fady. 


$. 115. (Derichiedene Grade der Berührungen der Slä- 
shen.) Wir haben gefehen, daß für jede gegebene Flaͤche, deren Glei⸗ 
hung zwifhen xyz ausgedrüdt if, wnuxiax—-h=x-+ dx, 
und yin y—-k=y--dy übergeht, der dadurch veränderte Werth 
von z gleich) ift | 
z pdx + gqgdy + (rd? Hasdxdy+-tdy) +... 
Eine zweyte Fläche, deren Gleichung zwifchen den analogen Coor⸗ 
Dinaten x’y’/z’ und mehreren Conſtanten gegeben ift, foll durch den 
Punkt der erften Bläche gehen, deffen Coordinaten xyz find. Geht dann 
auch ferner noch in ihr die Srößex—=xrinx dx, nd y=y’ in 
y-+dy über, fo hat man für den veränderten Werth von z oder z’ 
den Ausdrud: 
ze + pdxtgdyt sed $asdedy+Vdy)+... 
Beſtimmt man nun die Conftanten der zweyten Gleichung fo, daf 
p’=p und q’=q wird, fo werden beyde Flaͤchen, analog mit de 
pben ($. 91) Geſagten, eine Berührung der erſten Ordnung haben, 
daß in dem Berührungspunfte Feine andere dritte Släche zwifchen jen 
beyden durchgehen kann, wenn dieſe dritte Flaͤche nicht auch denſelbe 
Bedingungsgleichungen p— pund q’==q genug thut. (Vergl. $. 94. 
Eben ſo werden dieſe beyden Flaͤchen in ihrem gemeinſchaftlich 
Punkte eine Berührung der zweyten Ordjung haben, wenn man 
Eonftanten der zwenten Fläche fo beflimmt, daß nebft jenen bey 
Bedingungsgleihungen auch noch die drey folgenden (vergl. $. 
Statt haben: | 













rar s! = und t, 
und man ſieht, wie fich diefed auch auf die Berüßrungen der 56 
Drdnungen fortfepen laͤßt. | 
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$. 116. (Tangirende Ebene der Flächen). Sey die zweyte 
der in $. 115 betrachteten Blächen eine Ebene, und die Gleichung der: 
eben 
=Ar + By-+D. 
Die Bedingung, daß diefe Ebene durch den Punkt der erſten 
Slähe, deſſen Coordinaten x, y, = find, geht, gibt 
e=Axı-+-By+D. 
Demnach wird die Gleichung unferer Ebene die Form haben: 
= — 2’ = A(x— 1‘) + B(y—y)), 
in welcher nur noch die beyden Größen A und B zu beflimmen fen 
werden. 
Die Bedingung, daß die Ebene mit der Flaͤche eine Berührung 
der erſten Drang haben fol, gibt,aber fofort 


GE) 


oder was 9 iſt, 

—VV—— 
and dieſe drey Gleichungen beſtimmen die drey Groͤßen A, B und D, 
fo daß man daher für die Gleichung der geſuchten tangirenden Ebene hat 


s#"—-ı= (x —x) 9) * 3) oder 
2! — z=p(X—x) + q(y’—y) 
vo x’y/z/ die variabeln Größen der tangirenden Ebene find. 
I, Nennt man a, ß, y die Winfel, welche die tangirende Ebene 
der Flächen mit den coordinirten Ebenen der xy, xz und yz bildet, 
ſo hat man (Einl. $.9, I.) | 





2 q 
ca = ———— cos, ß = 
VirP+e — 


und cos. ma — — 
| TViarte' 


d d . 
(a) le) © 
Ex. Die Sleihung des Ellipfoids mit drey Aren 
a3 2 32 
245422* 
ht ſofort | 
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alfo ift auch die Gleichung der das Ellipſoid tangirenden Ebene 
xy ! 2. 
tete 

IL Diefe tangirende Ebene berührt die gegebene Flaͤche nicht etwa 
bloß in dem Elemente einer Curve, die in diefer Fläche enıhalten ifl, 
fondern vielmehr in allen den Punkten, welche um den gemeinfchaftlis 
hen Punft beyder Slächen, diefem Punfte in allen Richtungen zunächſt 
liegen ; oder mit andern Worten: die tangirende Ebene enthält Die tan- 
girenden Geraden von allen den Curven, die durch irgend eine Ebene 
entftehen, welche die Fläche in jenem gemeinfchaftlichen Punkte ſchnei⸗ 
det. Denn wenn man die Oleichung der tangirenden Ebene in Bezie— 
bung auf ihre Coordinaten, d. b. in Beziehung auf x’, y und z' 
differentürt, ſo erhält may 

dz’ = pdx’ + qgdy’. 
Nimmt man alfo dx’ = dx und dy’=dy, fo hat man 
d’=pdx-gdy=dz 
fo daß alfo für alle Punkte, welche den gemeinfchaftlichen Punft bey: 
ber Flaͤchen zunächft umgeben, dz’ = dz ill. 

111. Seht man in der Gleichung der tangirenden Ebene eine der 
Koordinaten x’, y’ oder 2’ gleih Null, fo erhält man die Oleichung 
der Anotenlinie ($. 8) der tangirenden Ebene in der coordinirten Ebene 
der beyden andern Coordinaten. Man könnte diefe Gleichungen der 
Knotenlinien fo benägen, wie oben die Subtangente, um zu einem ge: 
gebenen Punfte der Fläche die tangirende Ebene zu ziehen. 


$. 117. (Mormalen der Flächen und Curven des gröfzten 
Abfalls.) Diejenige gerade Linie, welche in einem gegebenen Punfte 
auf der Fläche ſenkrecht ſteht, heißt die Normale der Flaͤche in die 
ſem Punfte. 

Da die Normale auch auf der tangirenden Ebene diefed Punktes 


fenfrecht fichen muß, fo hat man bien für die Gleichungen der Nor: 
male (Einl. 9. 11): 


u‘ 
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tx (zz) (2 = 0 
| da oder 
rote) 
“ — x +- pl@—2)=o 
y' Sy tawonmol” Ä 
Nennt man afy die Winkel ber Normale mit den-drey Pichtun. 
gen der Aren der xyz, fo hat man, wenn r=Vı-+p:+g: if: 


1 
conam—!, = —! und cay= rn. 


⸗ 


J. Die Entfernung dieſes Punktes xyz der Släche von irgend 
einem Punkte x 7.2 der Normale ift gleih - 


er, 


alfo auch gleich ’ ' Bu 

@"— 2) Vırp+q- ” 

Iſt in diefem Ausdrude 2’ = o, fo erhält man für die Länge ' 

der Normale zwifchen dem gegebenen Punfte der Fläche und demjenis 
gen Punkte, wo die Normale die Ebene der xy trifft, den Ausdrud 


| = — ıvıFPrY. 
Ex. $ür dad eben angeführte Ellipfoid hat man 
N= — m Varory®t b* c*x? + at b? 22. 
Für die Kugel it a=b=c, alſo auch 
\ N == a, 
oder N gleich dem Halbmeſſer der Kugel. j 
Iſt das Ellipſoid durch Umdrehung der ennpfe = : +3 =ı um 
die Are der c entftanden } fo bat man I Tr +5 r 1, und iit es 
durch Umdrehung diefer Eiipfe im die * der a —— ſo hat 


II. unter allen den Curven, welche durch einen gegebenen Punkt der 
Slaͤche, in dieſer Flaͤche, gezogen werden koͤnnen, wird es eine geben, 
die, in dieſem Punkte, die groͤßte Neigung gegen eine der drey coor⸗ 
dinirten Ebenen, z. B. gegen die Ebene der xy hat: Man nennt fie 
Die Curye Des größten Ahfalla (Caurbe de la plug grande 
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pente), und fie wird in den ausübenden Künften. oft mit Vorteil 
gebraucht. 

Man wird diefe Curve finden, wenn man unter allen den Gera: 
den, die in der tangirenden Ebene durch den Berührungspunft gezogen 
werden fönnen, diejenige beftimmt, welche mit der Ebene der xy den 
größten Winkel bildet. 

Allein die Knotenlinie der tangirenden Ebene mit ber Ebene ber 
xy iſt 

— z=p(«—x) + a) 
und da die gefuchte Gerade auf dieſer Knotenlinie ſenkrecht ftehen muß, 
fo ift (nach Einf. $. 3, 1.) die Gleichung der gefuchten Geraden 
Pr—-a@yd=0... 0 

Diefe Gleichung ift eigentlich die Projection der gefuchten Curve 
in der Ebene der xy. Verbindet man fie Daher mit der Gleichung der 
Oberfläche 

dz = pdx + qdy, 
fo wird man diefe Curve felbft erhalten, 


Ex. I. Die Gleichung einer Ebene ift 
,Ax+By+Cz+Dso, 
alfo it au) p=— 5 und ge — 2, und daher die Gleichung (I) 
y_B — B 
ı X oder J=7.% 
Allein die Knotenlinie der gegebenen Ebene hat zur Gleichung ($. 7) 


- A D 
Ax+By-+-D=o da.ya— Ey 


und and diefen beyden Gleichungen folgt (Einf. $. 3, 11.), daß die ge: 
fuchte Linie des größten Abfalld auf der Anotenlinie der Ebene in xy 
fenfrecht fteht, wie befannt. 


Ex. II. Gür die Kugel hat man die Gleihung 
Strteme 
Di sit p = — - - und ga— 2, fo daß deher die Slaichuns () 
in folgende übergeht: 
xdy — yı= = 0, oder auch 
Auein diefer Ausdruck entſteht 1$. 28) durch Differenliation aus 





xdy — ydx _ 
—— 77 = O0. 
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der urfprünglichen Gleichung 
y 
u | I | 
Die Projection der gefuchten Curve, des größten Abfall in der 
Chene der xy ift alfo eine gerade, durch den Anfangspunft der Coor⸗ 
dinaten oder durch den Mittelpunft der Kugel gehende Gerade. Diefe 
Einie felbft entfieht daher durch den Schnitt der Kugel mit einer Ebene, 
die durch die Are der z geht, oder diefe Curve ift ein größter Kreis 
der Kugel, der durch den gegebenen Punft derfelben fenfrecht auf der 
Ebene der xy ſteht. Liege diefer Punft im Scheitel oder in dem höch⸗ 
Ren Punkte der Kugel, fo ift yo, alfo auch jene Gleichung 


Const. = 3; 


oder, da diefer Ausdrud unbeftimmt ift, fo Haben auch alle durch den 
Scheitel der Kugel gehende größte Kreife den ſtaͤrkſten Abfall gegen die 
Ebene der xy. 


ea Const, 


$. 118. (Probleme über nach gegebenen Geletzen beweg- 
liche tangirende Ebenen.) Um von dem oben erhaltenen Aus: 
drude der tangirenden Ebene einer krummen läche einige Anwendun: 
gen zu geben, wollen wir zuerſt folgendes allgemeine Zheorem voraus: 
fhiden. | 
Wenn man zwifchen den Größen abc, a’b’c’, a’/b/c' und 
RR’Rw die zwey Syſteme von Gleichungen hat: 
 -b 0 —R 
a? br? cr = Re 
a2 I bit L ot — Rn 


sa + bb’ ce =o 
—1 


... (1) und 





sa —- bb" Lcc"=o 
a/al’ 4 b’bY Lac! = o 
ſo gelten für diefelben Größen fofort auch die zwey folgenden Syſteme: 


x 


a’‘23 


a: a’: 

Retmtmm! 

h3 b· hr. i 
tut >! ...6) und 


ce? ce’? ce’? 
Ratrmtrm-' 


— 


220 §. 118. 
ab a’b’ a’h” 
astrtwtrmme 


a e a’ c’ a’ ce’ 


+ +7 =0)...(@) 


0 — — — — 
aRt% oz 


Denn, nimmt man die drey unbeflimmten Größen u, u/, u’ fo an, 
daß man hat 

aut awW -- o/u’=p 

bu —+ bw + brur = p 

cu + cw + c’ ut p 
fo hat man, wenn man die Iepten drey Sleichungen quadrirt und ihre 
Summe nimmt, vermöge der Gleichungen (1) und (2): 

Ru? + R2u2 1 Row2=p + p® + pi... (a) 
Multiplicirt man aber diefelben drey Gleichungen nad) der Ord⸗ 

nung dur abc, dur a/b’c’ und dur abc’, fo erhält man 
für die Summe diefer Produfte wieder vermoͤge der Gleichungen (1) 


und (2): | 
Ä Ru =pa +pb +p’o | 
R2u/ = pa’ + pb’ + pc, 
Ru pa’ 4 p’ b’ + p‘’ ce’, 
Sucht man endlic) aus den drey Iehten Gleichungen die Werthe 
von u®, uw und w2, und fubflituirt fie in der Gleichung (a), fo «: 
hält man 


a? a’ a’r 
er ( mt 


b2 br pr2 
trat 77 


+ pi” Etmtm) 

+ are (ge + + me) 
+ 2pp” 32445) 
O000——— 


Da aber dieſer letzte Ausdruck für alle Werthe von p, p/ı p" 
gelten ſoll, fo enthält er auch ſofort Die Gleichungen (3) und (4). 


I, Die vorausgeſetzt, fey die Gleichung gegeben 
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Ax 4 Byꝛ 4 C2=ı, 
welche, wenn A, B, C pofitive Orößen fi nd , befanntlid) für ein El⸗ 


Iipfoid gehört, deffen drey Aren m. ‚ ypr an find. 


Suchen wir nun diejenige Fläche, welche durdy die Bewegung 
des Durchfchnittöpunftes entfteht, im welchem fich drey Ebenen ſchnei⸗ 
den, die unter fich fenfrecht ſtehen, und deren jede jenes Ellipſoid in 
einem Punkte tangirt. 

Sind x’y/2’ die Coordinaten des Beruͤhrungépunktes des Ellip⸗ 
ſoids mit der erſten Ebene, und bezeichnet man die Coordinaten der 
beyden andern Berührungspunfte mit zwey und mit drey Strichen, fo 
hat man zuerſt, da diefe Berüprungöpunfte alle-auf der Flaͤche des 
Elipfoids liegen: 

Ax" + By? + Cr =ı). 
Axt? +-Byr + Ce =ı)...(A) 
Axt 4 By + Czit2 — 
Die Gleichungen der drey berübrenden Ebenen felbft aber find 
(nad &. 116,1): 
Axx’ +-Byy’ 4 Czz =1ı 
Axx! Byy £Czze" =ı). 
AXxxx + Byy’!" + Czz "= 

Da aber, der Aufgabe gemäß, dieſe drey tangirenden Ebenen auf 

einander fentrecht fiehen follen, fo hat man (Einl. $. 10) 


Arz'rc + B?y’y’ı + Czizl —=o 
Arxiyt 1 Beyıyıı L Oizieltt — 0 .. (B) 
Arztixıdt 4 Bytyt' 1 Cztzum=o 


Sekt man nun, der Kürze wegen, 

A =ı By =b und Cz/! = c, 

Ax =a By! =b » Ch mc, 

Axrıu — g/l By’ — b« » G zit | c", 

fo verwandeln ſich die Gleichungen (B) in die oben mit (2) bezeichneten 

Ausdrüde, und die Gleichungen (A) gehen in folgende über: 
a? bh? 7 

it rem 

a2 b’2 c? 

x + y + F — 1 .0.. (C). 

a’r b‘'? a"? 


ı "RR To 
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Setzt man ferner 
BR = a bt 0 

- Rr = at + b? + cf 

R/2 — g/l? + bh? + an 

ſo find diefe drey letzten Gleichungen identifh mit den oben durch (1) 
‚ bezeichneten Ausdrüden. Da alfo bereitö die Sleihungen (2) und (2) 
auch Hier-gelten, fo werden, nad dem Vorhergehenden, auch fofort 
die Gleichungen (3) und (4) Statt haben. Quadrirt man alfo die vor: 
hergehenden drey Gleichungen der berührenden Ebenen, nachdem man 
die,erfte durch Bi, die zweyte Durch A’ und bie dritte durch BR’ dividirt 
bat, fo gibt die Summe diefer drey Quadrate, wenn man dabey die 
Sleihungen (3) und (4) berücſchtiat: 


"++ I=- tut 
Addirt man endlich eben fo die Gleichungen (C), nachdem man 


die erſte derfelben durch Re, die zweyte durch R’* und die dritte duch 
B’? dividirt hat, fo erhält man 


1 | 1 ß | 1 

etrmtrm-itsteo 
fo daß man daher, vermöge der beyden legten Gleichungen, hat 

1 1 1 

St+r+e=it;tr 
und diefe Gleichung zeigt, daß der bewegliche Durchſchnittspunkt der 
drey unter einander ſenkrechten, das Ellipſoid ſtets berührenden Ebe⸗ 
nen, eine Kugel beſchreibt, die mit jenem Ellipſoid concentriſch iſt / 
und deren Halbmeſſer gleich der Quadratwurzel aus der Summe der. 


Quadrate der drey Aren des Ellipfoids iſt. 
Seht das Ellipfoid in eine Kugel über, deren Halbmefler r ifs 


fo hat man AmuBac--, alfo auch 


"ty r&=dr 
für eine mit der gegebenen concentrifche Kugel, deren Halbmeſſer glei 
rv3 if. 
- 1. Seyen eben fo drey concentrifche Kugeln gegeben, und di 
Flaͤche zu ſuchen, welche durch die Bewegung des Durchſchnittspun 
tes von drey unter ſich ſtets ſenkrechten Ebenen entſteht, deren jede ei 
iener drey Kugeln berührt. 











— 


⸗ 
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Sind abc die drey rechtwinkligen Coordinaten des veränderlichen 
Punktes auf der Oberfläche der erften Kugel, deren Halbmeſſer gleich 
Riſt, in welchen diefe Kugel von der einen diefer Ebene berührt wird, 
und bezeichnet man für die beyden andern Kugeln diefe vier Größen mit 
einem und mit zwey Strichen, und nimmt man überdieß den gemein: 
ſchaftlichen Mittelpunft diefer drey Kugeln für den Anfang der Coor⸗ 
dinaten, fo haben offenbar die vorhergehenden Sleihungen (1) auch 
bier Statt. 

Die Gleichungen der drey berührenden Ebenen aber find (nach 


‘ 116, 1.): 
ax -by + cz = R, 
“x by oz = R%, - 
ax by + oz = Rn. 

Da aber diefe drey tangirenden Ebenen unter fich fenfrecht feyn 
follen,, fo haben (Einf. $. 9, 11) auch die Gleichungen (2) Statt, und’ 
daher, nach dem Worhergehenden, aud) Tofort die Gleichungen (3) 
und (A). 

Wenn man aber die drey "gegebenen Gleichungen der tangirenden 
Ebenen quadrirt, nachdem man die erfte durch R, die zweyte durch R⸗ 
und die dritte durch A dividirt hat, fo gibt die Summe diefer drey 
Quadrate, wenn man dabey die Gleichungen (3) und (4) beruͤckſichtiget: 

2? pzz2=R+Re + Bu, 
woraus folgt, daß die gefuchte Flaͤche, welche der Durchſchnittspunkt 
jener drey Ebenen beſchreibt, eine den gegebenen drey Kugeln concen⸗ 
triſche Kugel des Halbmeſſers VR?--Br Rz iſt. | 

Sind die Halbmeffer der drey gegebenen Kugeln unter fich gleich, 
und ift jeder derfelben gleich r, fo wird diefes Problem mit dem befons 
dern Falle der Nro. J. identifch, und man hat 

x? - y? pz = 3r, 

II. Seyen endlich zwey ihrer Geftalt und Qage nach gegebene 
Blähen gegeben: man ſuche diejenige Bläche, welche von einer beweg- 
lihen Ebene befchrieben wird, die zu jenen zwey Flachen in immer Tan» 
gente bleibt. \ ; 

Seyen die Oleihungen der zwey gegebenen Slächen 

z=F(,y) und z=f(x,y), 
deren Differentialgleihungen wir fo ausdrücden wollen : 
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u | ' dz = F’(xy).dx + Fu(xy).dy und 

dz = fl (xy).dx 4 f”’(xy).dy. 

Nimmt man auf der erſten Flaͤche für den Berührungspunkt der: 
felben mit der Ebene denjenigen an, deſſen Coordinaten 


—=A, ‚=B und 2 F(A, B) 
fin, fo in die Gleichung der berührenden Flaͤche für dieſen Punft 
($. 116) 
2 — P(A,B) = (x—A)F(A,B) + DZ B)...(l) 
Sind eben fo 
x=a, y=b, z=f(a, b) 
die Coordinaten des Berührungspunfted auf der ‚swepten Flaͤche, fo iſt 
die Gleichung der berührenden Ebene für biefen Puntt 
s — f(a, b) = (x—a)f’(a, b) + y— b) f (a, b)... (a) 
Da aber bepde tangirenden Ebenen sufammen follen und nur eine 
einzige, beyde Slächen zugleich berührende Ebene bilden follen, fo müf- 
fen die drey Coefficienten von xy.z in den beyden Iegten Gleichungen 
identifch ſeyn, wodurch man erhaͤlt 
FF(A,B) = f’(a, b), 
F’(A,B) = f"(a, b), | 
F(A, BJ) — A. FA, B) — B. FACA, By[ + (N) 
— f(a,b) — a. f/(a,b) — b.f’(a, b) | 
Eliminirt man daher aus den fünf Gleichungen I., II., III. die 
vier Groͤßen A, B, a und b, fo erhält man eine Bleithung i inxyz, 
welche für die gefuchte bewegliche, beyde Slächen tangirende Ebene ge: 
hören wird. 

- Diefe' Elimination zu vereinfachen, kann man zuerft aus den Gleis 
chungen J., II. und aus den zwey erften der Öleichungen III. von deu 
vier Größen A, B, a und b drey, 5. B. die drey legten eliminiren; 
dadurch erhält man eine Gleichung in xyz und A, die wir M—o 
nennen wollen, und diefe Sleihung wird für die den beyden Flächen 
gemeinfchaftlihe tangirende Ebene gehören, deren Tage durch die un⸗ 
beftimmte Größe A particularifirt wird. Differentürt man daher diefe 
Sleihung zwey Mal in Beziehung auf A, fo erhält man 


dM M 
M= oo, a) und (=) =°. 


Eliminirt man dann aus den beyden erften diefer drey Gleichun⸗ 





% 
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gen die Groͤße A, ſo erhaͤlt man, wie zuvor „die geſuchte Gleichung 
der die beyden gegebenen Flaͤchen ringsum beruͤhrenden Flaͤche, oder 
man erhält die Gleichung der die beyden Flaͤchen berührenden Ebene 
in allen Lagen der letzteren. 


Diefe beyden 'erften Sleihungen M —= o , und 7 = 0 zu⸗ 


fommen genommen, und ohne aus ihnen Lie Größe Ne m eliminiren, 
gehören für den Durchſchnitt zweyer naͤchſten tangirenden Ebenen, die 
alſo eine gerade Linie ſeyn wird, welche die erſte gegebene Flaͤche in 
dem Punkte A tangirt. Laͤßt man dann in dieſen beyden Gleichungen 
die Groͤße A in A— dA übergehen, fo werden die fo entſtehenden 
zwey neuen Sleihungen die nächjifolgende tangirende Gerade geben. 
Diefe beyden tangirenden Grraden werden fi in irgend einem Punkte 
ſchneiden, und diefer Durchſchnittspunkt wird. offenbar derjenige Punft 
der erften Tangente feyn, für welchen die Werthe von xyz fich nicht 


ändern, während (in den beyden Sleichungen M=o und (7)=) 


der Werth von A in AP d a übergeht. Wenn man daher diefe bey⸗ 
den Gleichungen bloß in Beziehung auf A differentürt, fo werden die 
beyden fo erhaltenen Gleichungen für jenen Durchſchnittspunkt den 
zwey nächften Zangenten gehören. Da diefer Punkt ſich auch auf der 
eriten Tangente befindet, und da überdieß die Differentiation von M=o 


die Sleihung (77) bervorbringt, fo wird man für den Durchſchnitts⸗ 


punkt diefer zwey nächiten Tangenten die drey vorhergehenden Gleichun⸗ 
gen haben: 
1 M 
= 0, 


M=0 (7 =, (ie 


Diefe Gleichungen werden die vier Größen xyz und A enthul- 
ten, und durch die lebte Größe A wird der Punft anf der eriten Släche 
angezeigt oder particularifirt, für weichen man den Durchſchnittspunkt 
der zwey näachſten Zangenten gefuht hat: Will man daher diefen 
Daurchſchnittispunkt unabhängig von diefer Größe A erhalten, d. h. will 
man alle auf diefe Weife entitebenden Durchfchnittspunfte je zwey 
nächfter Taugensen, oder will man die frumme Linie erhalten, in 
weicher ale diefe Durchſchnittspunkte liegen, fo wird man, aus den 
dreg letzten Gleichungen, die Größe A eliminiren, und das Reſultat 
Diefer Elimination wird die zwey Sleichungen diefer Eurve der Durch⸗ 


fhuittöpunfte fämmtlicher Tangentenpaare geben: Man pflegt diefe 
&ittromw’s Ant. . böh- Math: | 15 
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Curve die Wendungscurve der die beyden gegebenen Slächer 
ringsum tangirenden Zläche zu nennen. 

Eliminirt man endlich aus den drey Gleichungen (III.) die zwep 
Größen a und b, fo wird man eine Öleichung zwifchen A und B erhal 
ten, welche für diejenige Curve gehört, in welcher unfere gefuchte tan- 
girende Flaͤche die erfte gegebene Fläche z = Fixy) berührt. Da 
diefe Curve ſelbſt «ganz in der gegebenen Flaͤche z= Fix, y) ent 
‚halten ſeyn muß, fo wird diefe Curve durch die aus der fo eben erwähn- 
ten Elimination . refultirende Gleihung , und durch die Gleichung 
z=F(x, y) vollitändig dargeftelle feyn. Eliminirt man eben fo aus 
den drey Sleichungen (III.) die szwen Größen A und B, fo wird die 
aus diefer Elimination hervorgehende Sleihung, verbunden mit der 
Sleihung z= f(x, y), diejenige Eurve darftellen, in welcher unfere 
gefuchte taugirende Flaͤche die zweyte gegebene Slähe z==f (x, J) 
beruͤhrt. 

Iſt eine dieſer glächen leuchtend und die andere dunkel, ſo wer⸗ 
den die geſuchten tangirenden Flaͤchen diejenigen ſeyn, welche den Schat⸗ 
ten und den Halbſchatten des dunkeln Koͤrpers begraͤnzen. Die zwey 
fo eben erwähnten Curven aber werden diejenigen feyn, die auf dem 
dunfeln Körper den beleuchteten Theil von dem befchatteten trennen, 
und die auf dem leuchtenden Körper den Theil, welcher fein Licht auf 
den dunfeln Körper ſendet, von dem abfondert , deſſen Strahlen die 
dunkle Flaͤche nicht mehr erreichen. 

Um das Vorhergehende auf ein Beyſpiel anzuwenden, ſeyen die 
beyden gegebenen Flaͤchen Kugeln. Sey R der Halbmeſſer der leuch⸗ 
tenden, r der dunkeln Kugel, c die Diſtanz ihrer Mittelpunkte, und 
endlich der Mittelpunkt der leuchtenden Kugel zugleich der Anfang der 
Eoordinaten. Dieß vorausgefegt, hat mau für die Gleichungen der 
beyden Kugelflächen 

z— R' — x — ye ‚ 
st = r? — (v—c)? — y?. 
Daraus folgen fofort die beyden Sleihungen, die wir oben durch (I.) 
und (II) bezeichneten, nämlich) 
R® — Ar — B? — Alı—A)— Br—B 


...(l) 


a = 
VR: — ı ZB: 
und 
eo To (a —c)? — bt — (ac) —a) — bu—b 


— — ⸗ . (il. 
Vr: m (a — c)? — b: ( ) 


. $. 118. Ä 227 


Sept man die analogen Coefficienten diefer beyden Gleichungen 
einander gleich, fo erhält man, für die zwey erften der Gleichungen (II.) 


— — — a — € 
vr: — A? — B: yr — (a — c)? — * 


B - — b 
vn Vr_— (a—c)2— 
und endlidy für die dritte der Gleichungen (III.) | 
VRrZIZE— — FRUST RE A(A—a) +-B(B—bı 
A’—B ve (= ce" —bi + m. 
Die zwey erften diefer Gleichungen (IIT.) geben fofort durch Die 
vifton 
a — c 
Bu‘ 
Subftituirt man diefen Werth von b in diefelben zwey erſten 
Gleichungen III., ſo gibt jede derſelben, wenn man ſie quadrirt: 
A?r? = (a—c)?. Ra, 
und die dritte der Gleichuugen (III.) geht in folgende über: 
(PB—-AcA+Rc—Ra=o 
Diefe beyden legten Sleichungen geben 





b= 


or 


A= — (R Fr) um 


’ r .(e). 
ao — ce FR) 


Subftituirt man aber diefen Werth von A in der vorhergehenden 
Gleichung (1:), fo erhält man 
—_ R?ce — Rı(RTr) — Bey (1) 
VRra — wech pr) — B2c2 ne 
und dieß ift die Gleichung zwifchen xyzundB, welche wir oben durch 
M==o bezeichnet haben. 
Differentiirt man fie zwey Mal in Beziehung auf die Größe B, 
fo erhaͤt mon ' 
Bez =yyYyRa— RıRr+ r)? _Bia... (2) und 
Bey = — ayR:oa — RıRFr)?— Bto®.:. (3): 
Won diefen gibt die Gleichung (2) 
B: = , 7 [B?o? — REXLXI, 
er re) 
15 — 
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und diefer Werth von B, in der Gleichung (1) ſubſtituirt, gibt 
y+2).[e® -(RFn]= [Re—x(RFr)]...(ı 
die Gleichung der gefuchten Fläche, welche die beyden gegebenen Ku 
gelflähen ringsum berührt. Diefe Gleihung gehört, wie man fieht, 
für einen Kegel; dad obere Zeichen für den vollen, das untere für den 
halben Schatten. 
Die Gleichungen (2) und (3) geben durch Divifion 
y — — 2 oder Yo, 
und diefe legte Gleichung, verbunden mit der Gleichung (4), gehört 
für die oben erwähnte Wendungscurve der tangirenden Flaͤche. 


Da. aber die Gleichung y? + 2? = o nur für die Werthe y = o md 
x = 0 beftehen kann, fo gibt die Gleichung (4): 





Die Wendungseurve ift alfo hier ein einziger Punkt, der Schei⸗ 
tel des Kegels und der legte Werth von x ift die Entfernung des Schei⸗ 
tels von dem Mittelpunkte der leuchtenden, ſo wie 


vom Mittelpunkte der dunkeln Kugel. 
Subſtituirt man ferner die oben (Gleichungen (a)) gefundenen 
Werthe von A und a in den beyden Gleichungen 
F(A,B?=BR— A — DB: um 
f(a, b? = 1? — (a—c)? — b%, 
fo erhält man 
F(A,B? -B=R! — —(RFr) 


(a, 4+b=r— SGeFRn: 


und die Gleichungen.(a) und (5) find die Gleichungen der acht Projec⸗ 
tionen der vier Berührungscurven in den Ebenen der xy und der xz 
Die Gleichungen (2) zeigen, daß diefe Curven in einer auf xy fenk 
rechten Ebene fleben, und daß fie vom Anfangspunft? der Coordinaten 
um die angezeigten Werthe von A und a eutfernt find. Die Gleidut- 
gen (5) aber zeigen, daß diefe Curven Kreife find, deren Halbmeſſer 


00 (5), 


x 
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zum Ausdrucke beben 
Vr— _— — —(RF + r)? und V- _— — Ser + R):. 
Iſt endlich x=c--C, fo wird die Steichung (4) | 
— — Er(40) — R. c 
2 2 nn 
y + 2 = v®_— — 4 \ 
welches der Halbmeſſer des reisförmigen Schnittes ded vollen und des 
halben Schattens iſt, der durch eine Ebene entfteht, die fenfrecht auf 


xzyift, und die um die Größe C von dem Mittelpunfte der dunfeln 
Kugel entfernt ift. 





II LUST LE LU LS ILL III 


XVI. 
| Krümmung der Fläcden. 


$. 119. (Kugeln, welche eine gegebene Släche berühren.) 
Da zu einer Berührung der Flächen von der zweyten Ordnung, nach 
j. 115, fünf Bedingungsgleichungen befriedigt werden müffen, fo fann . 
eine Kugel, deren allgemeine Gleihung nur vier Conftanten enthält, 
nicht in dem Sinne zur Krümmungsfugel einer Zläche verwendet wer: 
den, wie wir oben den Kreid zum Kruͤmmungsékreis der Eurven ges 
braucht haben, oder man fann im Allgemeinen feine Kugel angeben, 
die mit einer Fläche rings um den einen Punft derfelben zwey Elemeute 
gemeinſchafilich Hätte. 

Diefe Sleihung der Kugel ift nämlich 


2)? + v—b + @—-Ot=R, 
wo abc die Coordinaten ihres Mittelpunftes, und R ihr Halbmeifer ift. 
Die erften Differentialgleihungen derfelben find 
- x — a-+tpl—c)=o md 
y—-b+qga-)=o 
Bebandelt man diefe Gleichungen analog mit jenen in $.gı und 
8. 95, fo erhält man für die drey Conjlanten a, b, c folgende Werthe: 


‘ R R 
mt Bl, b=y — —, Cm z —— — - 


VereHe —— Varta? 
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Beſtimmt man alſo die Werthe von p, q aus der zwiſchen x, y 
und z gegebenen Gleichung der Zläche, und fubftituirt dann die fo er⸗ 
baltenen — von a, b, c in der Gleichung 


KH G Re, 
ſo erhaͤlt man die Gleichung einer Kugel, die mit der gegebenen Flaͤche 
eine Berührung der erften Ordnung hat. In diefer Gleichung der Au: 
gel find x’y‘z‘ die veränderlichen Größen, und der Halbmeſſer der 
Kugel bleibt unbeftimmt. Vergleicht man die vorhergehenden zwey 
Differentialgfeihungen mit denen des $. 117, fo fieht man, daß bie 
Mittelpunfte aller diefer Kugeln in der Normale der Flaͤche liegen. 


$. 120. (Betrachtung der Kugel, "welche die zwen höch- 
ften Glieder der Entwicklung von z mit einer Fläche gemein- 
fchaftlich hat.) ‚Wir haben oben ($. 115) gefehen, daß zwey Zlä- 
chen in einem "gemeinfchaftlihen Punkte eine Berührung der zweyten 
Ordnung haben, wenn für fie die Bedingungdgleihung, die eigentlid 
fünf andern Gleichungen gleichgeltend ift, Statt hat: 
(p p—p)äx + (A -D4r +3 Dir + („—s)dxdy 
+ + et ydy=o. 
Den beyden erften Gliedern diefer Bedingungdgleihung iſt bereits 
durch die Kugel genüge gethan, die wir in $. 119 gefunden haben, 
wo aber der Halbmeiler R derfelben, wie man gefehen hat, noch 
unbeflimmt geblieben if. Man Fönnte nun in diefer Kugel den Halb 
meiler B fo beftimmen, daß auch die drey folgenden Glieder unferer 
Bedingungsgleihung verfhwinden, oder daß man hat 


dt) +rwuyTZ=e 


Allein durch diefe Annahme wird offenbar wine Relation zwifchen den 

“ Größen Ux und dy eingeführt, die doch fonft ganz unbeflimmt ı waren. 
Ju der allgemeinen Gleichung jeder Flaͤche | 
dz=pdx + qdy —— 
eilt nämlich, wie bereitö erinnert wurde, de=pdx das Differenti 
der Ordinate z in dem Durdhfchnitte MM (Fig. 42) der Flaͤche mit ei⸗ 
ner der xs parallelen Ebene, und eben fo iſt de= qdx daß Dife 
rential der Ordinate z in dem Durchfchnitte MN der Fläche mit eind 
der yz parallelen Ebene. Sucht man aber dad Differential der 
dinate für den Durchſchnitt MN’R’Q der Flaͤche mit einer auf x 


+ 
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ſenkrechten, übrigens willfürlich gegen die Are der x flehenden Ebene, 
fo wird diefe Ebene unfere Fläche in der frummen Linie MN’ fchneiden 
und die Projektion diefer Eurven in der Ebene der xy wird Die gerade 
Linie Q BR’ ſeyn. Diele Projektion QR’ wird alfo zur Gleichung 


baben \ 
y=ax+#tß, | 
und dadurd) wird eine Abhäugigfeit unter die beyden Coordinaten x 
und y gebracht, die fonft, für Die Fläche im Allgemeinen, nicht Statt 
hatte. Das Differential dieſer Gleichung iſt 
d 


y 


dı 


und da diefe Größe a die Tangente des Winkels“ bezeichnet, weiche 
die Preirttivi QR‘ mit der Are der x bildet, fo iſt durch dieſe Größe 


a oder 4 — * die Richtung beſtimmt, in welcher man bey der Flaͤche von 


einem n. derſelben zu dem naͤchſtfolgenden Punkte fortgehen muß, 
un die keflimmte Curve MN’ auf dieſer Flaͤche zu erhalten. 

Diefem gemäß drüdt alfo unfere legte Bedingungsgleichung aus, 
dag die durch fie beſtimmte Kugel die Eigenfchaft hat, daß feine an⸗ 
dere Kugel gwifchen ihe und zwifchen der gegebenen Släche in dem 
Punkte durchgehen Fann, der zu den Eoordinaten x+-dx und y--dy 


gehört; oder wenn man die Größe = = o febt, und diefer Größe 


“ einen beftimmten Werth gibt, fo wird die erwähnte Eigenfchaft un« 
ferer Kugel für alle diejenigen Punkte gelten, für welche w denfelben 
Werth Hat, d. h. für alle Punkte der Curve MN‘, die in dem Durch» 
ſchnitte einer ihrer Tage nad beflimmten, auf xy fenkrechten Chbene, 
mit der gegebenen Flaͤche liegen. 

Um nun den Halbmeffer A diefer Kugel unferer Bedingungs- 
gleihung 

@—_r) +3 Ww— )o + (tW—1)or=o 

gemäß zu beflimmen, fo gibt die bereits in $. 19 aufgeftellte Gleichung 


der Augel , 


Ey +e-VeR, 
wenn man ihre partiellen Differentialien fucht, da wegen den gemein⸗ 
ſchaftlichen Punks beyder Slächen x/==x, yzy und z'=z ill, 
folgende Gleichungen: 
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fo daß daher unfere Bedingungsgleichung in die folgende übergeht, wenn 
man die oben ($. 114) angenommene Bedeutung der Geißen r, sundt 
beybehaͤlt, 
1 2 2 N) (\ 2) & 
r- 20: Fot= - rer rl, | 
oder da bereitd (6.219) wegen der Berührung der erften Ordnung ber 
Kugel mit der Flaͤche 


—-2 = 


— R 


erhalten wurde, 


—E + Hape + +me].- Vıtrt@, 

rt 250 + tw? | 

und dieß ift der gefuchte Werth des Halbmeſſers der Kugel, weldye die 
oben erwähnte: Eigenſchaft hat. 


$. 121. Geſtimmung des größzten und kleinſten Werthes 
dieſes Halbmeſſers R.) Da in dem vorhergehenden Ausdrude von | 


R da6 Verhältnig » — Un willfürlich angenonımen wurde, fo wol⸗ 


Ien wir denjenigen Werth von w ſuchen, für welchen R ein Größtes 
oder ein Kleinfted wird. 


. Allein der erwähnte Werth von A Fann auch fo geflellt werden | 
| 


a — 048 + P+ge) . Vıi+P + P 
— r 2860 + to? 
und da zugleich 
0— 2 — Re iſt 
— 


fo entſpricht der größte oder kleinſte Werth von A audy zugleich dem 
größten oder Fleinften Werthe von c. Eliminirt man daher die Größe 
R aus den benden vorhergehenden Bleichungen, fo erhält man 


1a: + (p+ge)? = (c—2) (r+ 280 + tw) ... (D. 
Differentiirt man diefen Ausdrud in Beziehung auf c und » um 
fest dann dc gleich Null, fo hat man 
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oe +(p+g40) g+Cttto) @g-)J=o.. (WM, 
weiche Gleichung, durch w» multiplicirt und von (I) fubtrahirt, gibt 
Ip + Pre + 40) @-)=o... (IM). 


Eliminirt man aus (II) und (III) die Größe z—c, fo erbält man 
für » eine Gleichung der Form 


Au -By — C=o... (IN, 
wo der Kürze wegen geſetzt wurde 


A=(ı-+-qQ?) s — pgt, 
. = (+4) r — ((+P)t 
= (1-+p?) s — pgr. 
Loößten man endlich die zuletzt gefundene Gleichung auf, ſo dat man 
—B+VB+4AC 


A — 
24 


9 d oe 
und diefer Werth von „= = gehört alfo unter allen frummen Linien, 


welhe durch den Berührungspunft in der Släche gezogen werden koͤn⸗ 
nen, für jene Curven, weldye die größte oder kleinſte Krümmung haben. 
Da A, B, C SBunftionen von x und y find, fo wird die lebte Glei⸗ 
hung felbft eine Differcntialgleihung für x und y feyn, und fie [os 
wohl, ald auch ihre urfprüngliche Gleichung, aus deren Differentiation 
jene entftanden ift, wird die Gleichung der Projektion jener Eurve in 
der Ebene der xy feyn. 

Da der Werth von wo doppelt ift, fo fieht man, daß jedem Punkte 
der Flaͤche im Allgemeinen zwey folche Curven der größten und klein⸗ 
ſten Krümmung entſprechen werden. Differentiirt man endlich den vor: 
bergehenden. Ausdruck von R nod) einmal, fo findet man leicht, daß, 
in der legten Gleichung das obere pofitive Zeichen für den größten und 
das untere negative für den Heinften Werth von R gehört, fo daß alfo 
unter allen Eurven, welche Durch einen Punkt der Flaͤche in diefer Fläche 
gezogen werden fönnen, immer zwey find, deren eine die größte, die 
andere aber die kleinſte Krümmung bat. 

I. Um den Halbmeſſer diefer beyden ausgezeichneten Eurven zu 
erhalten, wird man den gefundenen Werth von w in dem pben gege: 
benen Ausdrude von R fubflituiren. Zu diefem Zwede wird man am 
bequemften fo verfahren. 
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Multiplicirt man die Gleichung (IT) durch s und cum durch 
ſo iſt die Differenz dieſer beyden Produkte 
re t— pqgs — Au 


2—CcC =: 
> — rt 


Subflituiet man in diefem Auddrude den oben gefundenen Wer 
von w» und ſetzt der Kürze wegen 
hs(d+p)t+(tg)r— 2pgs, 
fo erhält man . - 


rc —_IhtrrB + 4At ve + , 
— ae) 
und daher auch 
n— tr+vVe+sac]. — * 
2 (rt — 22) 


Setzt man aber der Kürze wegen 
‚RX? =-ı+® +? wwg=ert—s, 
fo wird | | 
B? * 440 he — 46k28, 


s-c=— + — —I, 
und man erhält daher für den geſuchten größten und Fleinften Halbe 
meſſer 

— 3 — —* 2 __ 7 — — ı4 
nV e 
II. Da die Lage der Ebene der xy willfürlich ift, fo kann man 
annehmen, daß fie der, die Släche in dem gegebenen Punkte tangiren: 
den Ebene parallel iſt. Unter diefer Vorausfegung wird p=q=o. 
_&ind aber a und ß die zwey Werthe von w, die der Gleichung‘ 
Au? + Bo —cC = 0 | 
entiprechen, d. h. find « und ß die trigonometrifchen Zuangenten der 
Winfel, welche die beyden Eurven in dem gegebenen. Punfte der Flaͤche 
mit der Are der x bilden, fo ift (Einl. 8.3. I.) die trigonometriſche 
Zangente des Winkels, welchen jene beyden Eurven unter einander in 
- dem gegebenen Punfte bilden, gleich 


ep oder YyErsAC 
ı + aß A—C " 


% 





fo wie 
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"z Da aber für p=g=o au A— Co if, fo ift die Tan» 


ute des lebtgenannten Winkels unendlich oder die beyden Curven der 
dEten und Pleinften Krümmung der Fläche ſtehen in ihrem Durch⸗ 
mittôpuntte auf einander ſenkrecht. 


X 


$. 122. (Andere Ableitung des Halbmeffers dieſer Augel.) 
Bellt man durch xy2 die Goordinaten eines gegebenen Punktes der 
lie und durch x’y’2’ Die des Mittelpunftes einer Kugel vor, bie 
ich jenen Punft der Släche geht und R zum KHalbmeffer hat, fo iſt 


«— vr): + (y—y’)? + (z— z')? = R: .,.. (1 ). u 


Differentürt man diefe Gleichung partiell, fo hat man 


x p (⸗2—29 = 0... (2), 
y-’tp@-2)=°..6), 
welde beyden Gleichungen, nad $.117, den Normalen der Flaͤche 
n dem gegebenen Punkt angehören. 

Seht man aber von diefem Punfte der Flaͤche zu einem nächft- 
kilgenden in irgend einer willfürlichen Richtung über, fo werden Die 
Normalen der Flaͤche in diefen beyden Punkten nur dann einander 
khneiden, wenn fich diefe beyden Normalen in einer und derfelben 
Ebene befinden, und dann wird diefer Durchfchnittöpunft der beyden 
Normalen derjenige Punft der erften Normale feyn, für welchen bie 
Eoordinaten x/y/24 ſich nicht ändern, während x und y ſich ändert. 


„Denn in den Gleichungen (2) und (3) find x/y/»’ die veränderlichen 


Coordinaten einer und derfelben Normale, während die Größen xyz 
und pq, -die zu einen beflimmten Punkt der Fläche gehören, für dies 
felbe Normale conftant und nur dann veränderlidy find, wenn man von 


- einer Normale zu einer anderen übergeht. Differentiirt man alfo die. 


Gleichungen (2) und (3), indem man x’ atyiet als conftant betrachtet, 
fo hat man 

dx + pde-+- (z—z)dp=o, 

dy+ qdz--(@—z)dgq=o. 


Eliminirt man aus dieſen beyden Gleichungen bie Größe vor 


fo erhält man 


dp (dy+gqdz) = dq (dx--pde)... (4). 


Man hat aber, nad) $. 124, die allgemeinen Bezeichnungen | 











\ 


der Bläche zu einem anderen gehen muß, damit die Normalen beyder 
‚Punkte in einer Ebene liegen und ſich daher fchneiden. 
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ds = pdx + qdy, 

dp=rdx-+ sdy un. 

dg=sdx-- tdy, 
fo daß daher die beyden vorhergehenden Gleichungen die folgende Ge 
ftale annehmen 


dx + pdx + pqdy + ae) (dr Hei) = 0... 





dy+pgdx+ q’dy + (z— 2) dx +rtdy) = 0... (6) 


d 
< oder auch, wenn man —. quß der erften, und æ — z/ au6 der zweyten 


dx 
elin nirt und die oben angezeigte Größe A, B, C und g, h, k bey: 
behält 
g J + h(e—r) +kt!=0o... 60), 


A.SC+B. 2 —-C=o..(). 


Die vier Öleihungen (2, 3, 5 und 6) gehören für den Durch— 
ſchnittspunkt der beyden Normalen. Da aber zur Keflimmung der 
Eoordinaten x’y’/z’ diefes Durchfchnittöpunftes fdyon die drey erften 
diefer Sleihungen hinreichen, fo iſt die legte (6), die feine diefer Coor⸗ 
dinaten enthält, nichts anderes, als eine Bedingungsgleichung, wel 
cher genug gefhehen muß, damit die beyden nächften Normalen fih 
in der That fchneiden können. Diefe legte Gleichung gibt alfo den 


Werth von =, d.h, die Richtung, in welcher man von einem Punfte 








I. Die Gleichung (5) gibt 


° 2 — 2 — 


——— 
26 
und dieſen Werth von z— z/ in (2) und (3) ſubſtituirt, gibt 


h2 — 4h?g 
= (Te ve zene), 


VE — 4 k?2g 
x— =p (5) ' 
und dieſe Werthe von <—x’, y—y’, 2—2! endlich in ter Gleichung 
( 1)ſubſtituirt, geben 


EN rn 


Reſultate, die käme mit jenen des & 121 übereinſtimmen. 
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II. Diefer Halbmeifer R Iäßt fi auch noch auf folgende Weife 


finden. \ 
. Subftituirt man die: Werthe von x — x und P’—y aus den 
Gleichungen (2) und (3) in | \ ' 


Re = (dt + NH ea, 


fo erhält man 
Ro (—;z). Yırp + ga. 
Eliminirt man aber auß den beyden Gleichungen (5) und (6) die 
Größe ZT, ſo hat man 


14p2 — «—z)r _ PI-e@—nDs 
pI—@—-2)5 +9 — a —zr’ 


und wenn man hierin 
z—z=R(i+p + gq) ° fegt, ſo iſt 


(rt—st) R?— [(1-+pP)t—apgs + (G-+gW)r] RVızptg 
tt +fV”=o... (N 


und aus biefer Gleihung findet man den gefuchten doppelten Werth 
von RB, wie zuvor. 


$. 133. (Anwendung des vorhergehenden auf befondere 
satte) I. Die oleicens des ‚erifoide mit drey Axen iſt 
4 — 14 


Von dieſer Gleichung find die Werthe von p, q und von r, s,t 
bereits oben ($. 112, Ex. II) mitgetheilt worden, Subſtituirt man 
fie in der Gleichung (4) des $. ı22, fo erhält man 


dy? 
a* (b?— ce) ı) ’ 
| dy 
+ [b (@ - ce) 2 — a2 (b — c?) y?— ab? (a2 — b2)] * 
— b? (2 — c2) xy=0, 
oder einfacher | 
MxyIl 4 My —mST — ıy=0, 
wenn man der Kürze wegen ſetzt 


nu be ud N= a: (a — b9) 


| U} f U |} 
- b? (a — c2) —— ° 
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Diefe Sleihung gibt alfo den Werth von 2 oder die Richtung, 
in welcher man auf der gegebenen Bläche fortgehen muß, wenn dx 
nächftfolgenden Normalen ſich fhneiden follen, oder, was dasſelbe il, 
in welcher ntan fortgehen muß, um in den beyden Curven der größten 
und Ffeinften Krümmung der Släche zu bleiben. | 

Scht man ab, fo daß das en 


+? — 
ar ee 7 


durch die Umdrehung der Ellife = 4 = ı um die Axe o entſteht, 
pt M=ı und N=o 2 alfo auch jene Gleichung 


Htren2-ır=o 


Loͤßt man dieſe Gleichung in Beziehung auf 22 auf, fo findet 
man die zwey Werthe diefer Größe 
dy —! d dy x 


ds — — y 

Die erfte diefer Steihungen gehört fir eine gerade Linie, die 
durch den Anfang der Koordinaten geht, weil das Verbältniß der bey 
den Größen dy zu dx dasjelbe ift, wie dad der Größe yzux. Die 
zweyte Gleichung aber folgt durch See des Ausdruckes 

x? 4 y® = 

und gehört alfo.für einen Kreis. Jene Mi die Projektion aller Meri 
diane auf die Ebene der xy, und diefe iſt die Projektion der Parallel⸗ 
freife der Släche in derfelben Ebene der xy. Beyde Eurven find in der 
Dberfläche des Kotationd = Sphäroide auf einander fenfrecht, und ju 
gleich Diejenigen, in welchen fi) die auf einander folgenden Normalc 
fhneiden. Da in diefem Beyſpiele die veraͤnderlichen Größen x und J 
aus den Wurzelzeichen treten, fo finden fich diefe beyden Eurven der 
größten und kleinſten Krümmung von einander unterſchieden; wern 
dieß nicht ded Fall iſt, find beyde nur zwey Äſte einer und derſelben 
Curve. 

II. In einem iwedten Benfpiele nehmen wir den fogenannten ge 
raden Kegel von Preisföemiger Baſis. Iſt r der Halbmeffer die! 
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Baſis und - die Tangente des Winfeld der Seitenlinie ded Kegeld mit 
ver Are, fo ift die Gleichung des Kegeld 
2 
x 4 2 = — (z — a)”. 


Dieß vorausgeſetzt hat man 


a?x — a?y 
P= (sa) In (.—a)’ 
_._ .ıty _ afıy ’ a4 12 
v 74 (2 —a)s = rt (2 —a)s’ m rI(2— a) 


Sebt man nun, wie in 6. 121, Il, die Größen p=qg= or 
jo it 


=c=: w Bere 
Subflituirt man diefe Werthe in der oben ($. 121) erhaltenen 


Bleihung | 
„st VB: 4AC 
= r—— fi 


[o Bat man 
' _ tor tVion+ 1e 


’ 28 
der wenn man darin die fo eben gefundenen Ausdruͤcke von r, » und t 


egt, | . 
\ a oe HVet +7, 


Fe 


ınd diefe Gleichung gibt für w | Ir 2 die zwey Werthe 


dy x dy __ y 
„ar, wm. mtv 


nd biefe zwey Ausdrüde find den folgenden beyden gleichgeltend 
x42 und y=bx, 
»o a und b conflante Größen bezeichnen. Daraus folgt alfo, daßauf 
er Oberfläche eined Kegeld die beyden Curven der größten und klein⸗ 
In Krümmung, in jedem Punkte des Kegel, durch die Seitenlinie 
nd Kegeld und durch den mit der Baſis parallelen Kreis ausgedrückt 
verden. 
11. Suchen wir endlich noch den Halbmeſſer der größten und 
leinften Krümmung für alle die Oberſlachen ‚, welche durch die Rota⸗ 
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tion einer auf der Ebene xy fenfrechten Curve um die Are der = ent: 
ſtanden find. Diefe Oberflächen haben, wie wir bald ($. 13.) fehen 
werden, die Gleichung 
- z=ef("+y), 
wo k irgend eine willfürliche Funktion bezeichnet. 
Sey der Kürze wegen 
dz = (xdx +ydy). f/ (ty) und 
d.e @a@+y) = @dırydy). Mat), 
wo f (x®-+y?) und f’ (x? 4 y?) wieder andere Funktionen von 
der Größe (x?-+-y?) bezeichnen, für welche wir abfürgend bloß f! und 
£ ſchreiben wollen. , 
Dieß voraudgefebt, hat man | 
p=xf, q=yf, 
r=f!Lxf0, s= xyfu und = f+-y?f%. 
Sucht man darand die oben ($. 121, I) angeführten Werthe von 
g, h und k, fo erhält man 
g—= fr + (+y?) fu, ( 
h=saf-+ (x—y? (f’+f“), 
Ka + @H4r2) fe, 


fo wie _ 
/ VEZarg = ar) MM). 
Subftituirt man diefe Außdrüde in dem vorhergehenden WWerthe 
R— — — 
b+Vm—zlg Vhꝛ — 4 k2 


des größten und kleinſten grimmungspalbmeiers, fo findet man, ie 
dem man da6 obere oder untere Zeichen nimmt, 


=; + @+n fe]? 
nu _ HR +N pa] * 
P+rR@rme 


Nehmen wir für einen befonderen Fall das Ellifoid, welde 
durch die Umdrehung der Ellife 


und 
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um die Are der.b entitanden iſt, fo hat man für die Oleichung des⸗ 
ſelben 














x? y? 22 
* 7 ** 
Dieß vorausgeſetzt iſt alſo 
— b?x b?y 
pP — a2 7* q = — alz 4 
b+ b+ ” 
=. @-Y),sı=— te -— (dor), 
alſo au 
bæ 
= — — und = — on 
fo daß man daher für diefed Elliſoid erhält ’ 


Rı— 8 [b* + (a— bt) 2]*, 
Ru—= !_[be + (eb) 2]°. 


Bir z=o hat man R=a, Rı—", 
für eb. ft WeRr-l, 
für a=b ndlid ft P—=R’—a, 


Man kann noch bemerken, daß bie Normale N der erzeugenden 
Elliſe iſt ($.98) 


= - [b* + —8* eijt, 
ſo daß man daher hat | f 
R' = * N und R’= * N: 
b2 ' bb ° 


Wir haben aber ebendafelbft (6.98) gefehen, daß der Krüm: 
mungöhalbmefler p der erzeugenden Ellife 
N> a? N> 
⸗ p 7 = 


pp bs 
iſt, fo dag man alfo hat 
Von und Rp. 


1V. Bemerken wir noch zum Schluffe diefed Gegenftandes, daß 

fi, dem Vorhergehenden zu Bolge, jeder Punkt einer gegebenen 

Oberfläche auf zwey folchen Eurven befindet, von welchen jene, die 
ittrow’s Ant. . höh. Math. 16 
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dem Fleinften Werthe von R entfpricht, die Curve der größten Kruͤm⸗ 
mung, und die dem größten Werthe von Ri entfprechende, die Curve 
der Meinften Krümmung heißt. Haben diefe beyden Werthe von R 
dasfelbe Zeichen, fo find jene beyden Eurven in demfelben Siune ges 
kruͤmmt, fo wie im entgegengefegten, wenn fie verfchiedene Zeichen 
haben. | 

Wenn man endlich zwifchen der Gleichung der gegebenen Flaͤche, 
und zwiſchen den vier Gleichungen (3), (5), (6) und (8) des 6.122 
die vier Größen x, y, z und I eliminirt, fo erhält man, durch 


die Coordinaten x’y’ 24 ausgedrüdt, die Gleichung derjenigen Ober 
fläche, welche der Ort der Mittelpunfte aller Kruͤmmungskreiſe jener 
Eurvenpaare ift, die auf der gegebenen Flaͤche gezogen werden fönnen, 
und diefe neue Fläche wird im Allgemeinen aus zwey Xheilen beftehen, 
von welchen der eine alle Mittelpunkte der größten Krümmung, und 

der andere alle Mittelpunkte der Heinften Krümmung enthalten wird. 


\ u 
xVIL 


Tangenten und Krümmungsfreife der 
| Surven von doppelter Krümmung, 





G. 124. (Verfchiedene Ordnungen der Berührung dieler 
Curven.) Da eine einzelne Sleihung zwifchen dreg veränderlichen 
Größen für eine Oberfläche gehört, fo gehören zwey folche Gleichungen, | 
wenn fie zufammen betrachtet, oder als coeriftirend angefehen werden, 
für den Durchſchnitt zweyer Slähen. Diefer Durchſchnitt 
wird im Allgemeinen eine frumme Linie feyn, deren Elemente nicht in | 
einer und derfelben Ebene liegen, d. h. fie wird eine frumme Linie von 
doppelter Krümmung feyn. 

Wenn aber ein Gegenftand, wie z. 8. eine folche Curve von doppelter 
Krümmung, durch zwey Gleichungen ausgedrüdt wird, fo kann er of⸗ 
fenbar auch durch zwey willfürliche Combinationen diefer Gleichungen 
ausgedruͤckt werden. Am einfachflen wird man im Allgemeinen diefe 
beyden Gleichungen darftellen; wenn man aus der erſten z. B. bie 
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Größe z, und aus der zweyten die Größe y eliminirt: Dadurch erhält 
man zwen andere Sleichungen der Form 


y=p(x) ind ze 3 (x5), 
die ebenfalls diefelbe Curve von doppelter Krümmung, und zwar fö 
ausdrüden, daß die erfle y=p(x) die Projection jener Eurve in der 
coordinirten Ebene der xy, und die zwehte 2 px) die Projection 
derfelben in der Ebene der xz gibt. 

Man ſieht, daß in einem ſolchen Gleichungspaare nur mehr eine 
einzige der drey veränderlichen Größen, z. B. die Größe x unabhängig 
it, da für jeden gegebenen Werth von x auch das y durch die erfte, 
und das z durch die zweyte Sleihung beſtimmt wird. Laͤßt man alfo 
xinx-}-h übergehen, fo erhält man für die beyden andern Coordina 
ten die Werthe a 

2 2 


tt und 
bh? d?z - 
sth +—T:H.. 0 
Eben ſo wird man für eine zweyte Curve, deren Gleichungen 
zwiſchen den Coordinaten x’, y“, 2’ und Conſtanten gegeben iſt, wenn 
man ebenfalld x‘ in x’--h übergeben laͤßt, für die beyden anderen 


Coordinaten 
bh? d? y’2 


Hha+,Tt 
h? 2g' 
urn et... 

Sollen nun diefe beyden Eurven einen Punkt, zu welchem die 
Coordinaten x, y, z gehören, gemeinfchaftlich haben, fo gibt dieß die 
drey Bedingungdgleichungen 

xx, y=yl, s=:. 

Sollen fie weiter, in diefem Punkte, eine Berührung der erſten 
Ordnung haben, ſo wird dieß durch die zwey neuen Bedinguugseglei⸗ 
Jungen ausgedrüdti | | 

dy _ dy’ und dse dr 

dx dr di — dr’ 
und eben fo wird man für eine Berührung der zweyten Ordnung nebft 
den fünf vorhergehenden Bedingungögleichungen , no die zwey fol⸗ 
genden haben: 


x 


d’y d?y’ d?z __. dir’ 
73 > I un ie 7 u. ſ. w; 


ı6 * 
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Als Beyſpiel für ſolche Curven von doppelter Krümmung hat 

man die Sleihungen y?=ax und z==by für den Durchſchnitt von. 
zwey parabolifchen Eylindern, von weldyen der eine auf der Ebene der 
xy, ünd.der andere auf yz fenfrecht fteht. | 


6. 125. (Tangenten dieler Eurven) Um die Gleichungen der 
grodlislen Zangente einer Curve von doppelter Krümmung, deren. 
Gleichungen 

7 2 5 (5) ud ze=Y%(x) 
find, zu finden, nehme man für die geſuchten Gleichungen dieſer San 
gente die folgenden an: 
y'=ax-+t.oa, 
z'—bxı’ +. 

Dieß vorandgefept, geben die drey erflen der in $.ı24 angeführ: 
ten Bedingungen, d.h. erfiend die Bedingung, daß die Tangente durch 
den Punft x, y, z der Eurve geben foll, die zweg Bleichungen 

| ...y% - = a(x’—x), 

2/ — 2 — b(x —x), 
und eben ſo zweytens die Bedingung, daß die Gerade mit der Curve eine 
Berührung der erſten Ordnung haben ſoll, gibt | 


dy _da, 
a — 4x ud b = 1,’ 
woraus daher fofort folgt, daß die gefuchten Gleichungen der Tangente 


der Curve find: 


! 


dy 
‚vY-J=@—-)7 


= (tn) 


I. Am einfachften ift eö, diefe Eurven von doppelter Krümmung 
ald Polygone von unendlich Fleinen Seiten anzufehen, von welchen 
nur immer je zwey nächte in einer Ebene liegen; dann find die Tan- 
genten diefer Curven die Verlängerungen diefer Seiten des Polygons. 
Nennt man x, y, z die Coordinaten des Anfangspunftd einer diefer 
Seiten, fo find x-Fdx, y-+-dy, z + dz die Coordinaten des 
Endpunfts desfelben. Nennt man dann ds den Abfland diefer beyden 
Punkte, d. h. die Länge irgend eines Elementd der Curve, fo werden 
die Größen dx, dy, dz die Projectionen von ds auf den Aren der 


N 
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z, y, zfeoyn. Nennt man alfo aud a, B, y die Winkel, welche die 
Zangente mit diefen drey Axen der x, y, 2 bilder, fo hat man 


dx dy dz 
co8.a = .—, cos. B= Fr und Cos.y == is’ 


und and) durch diefe Gleichungen läßt fich die Richtung der Tangente . 
für jeden Punkt der Eurve beſtimmen. Sie koͤnnen leicht auf die vors 
bergehenden ©leichungen der Tangente gebracht werden, da man hat 


4 4 
— 7 ‚cos, ze — x cos.% 
I I — cos. ß und ze —— — — 
x — 1 cos. a x’ — x cos. a 


Subſtituirt man in diefen Ausdrüden die gefundenen Werthe von 
cos. a, cos.ß und cos.y, fo erhält man die vorhergehenden Gleichun⸗ 
gen wieder. 

11. Da zwiſchen diefen Cofinus die Bedingungsgleihung (Einl. 
$.9) befteht: 


cos.2a 4 c0s?ß + cos.?y = ı, 


fo dat man audy 
ds = VYdx? + dy? + dz: 


für da6 Element des Bogens der Curve. 


$. ı26. (Hormalebene dieler Curve.) Eine Normale auf eine 
Curve von doppelter Krümmung zu ziehen, ift eine unbeftimmte Auf- 
gabe, da ed unzählige Gerade gibt, welche durch einen gegebenen 
Punkt der Curve auf der Tangente derfelben ſenkrecht ſtehen. Aber 
der Inbegriff aller dieſer Geraden bildet eine auf die Tangente fenfrechte 
Ebene, oder die Normalsbene der Eurve. Um fie zu beflimmen, 
bat man fofort (nad $. 11, I.) 

(x — x) cos. a -+- (y—y') cos.ß + (z— 29 cos.y-= o. 

Eubflituirt man in diefem Ausdrude die vorhergehenden Werthe 

von cos.a, cos.ß und cos.y, fo erhält man 


( — x9 dx + y—y)dy+ (@— z)dz mo 
für die gefuchte Gleichung der Normalebene, die durdh‘den Punft xyz 
der Eurve geht, und deren veränderliche Coordinaten x’ y’z’ find. 


$. 127. (Arümmungsebene dieler Curve.) Diejenige Ebene, 
welche durch zwey naͤchſtfolgende Tangenten einer Curve von doppelter 
Krümmung gebt, beißt die Arummungsebene diefer Curve. 
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Die Gleichung derfelben in dem Punkte der Eurve, beffen Coor⸗ 
Dinaten x, y, z find, wird die Form haben: 

2 — 2! = A(x—x) + B(y—y). 

Differentürt man diefe Gleichung zweymal in Beziehung auf x 
und y, fo erhält man, wenn man Fein erſtes Differential conſtant 
vorauoſetzt: 

dz = Adx + Bay, 
dz = Ad!x +4 Bd?y, 
woraus folge: 


d2ed?y — dyd:s dxd?z — dzd?x 
4* dxd?y — dyd?x ud B= ‚ dxd2y — dydti’ 


Setzt man daher der Kürze wegen 
x = dyd!z — dzd’y, 
Y= dzd’x — dxd’z, 
n Z= dxd’y — dyd’x, 
fo erhält man für die gefuchte Gleichung der Krümmungdebene, oder 
wie fie auch genannt wird, der Osculationdebene 
@—)X+ MW —I+@—)Z= 

in welcher man eines der erſten Differentialien, z. B. dx, als conftant 
annehmen, alfo d?x==o fegen wird. Diefe Gleichung gibt ein Mit: 
tel, zu entfcheiden, ob eine Curve von einfacher oder von doppelter 
Krümmung ift, da im erften alle die Odculationsebene für alle Punkte 
der Curve gelten oder diefelbe bleiben muß. 


6. 128. (Arümmungskreife diefer Curve.) Um denjenigen 
Kreis zu finden, der mit der Curve von doppelter Krünmung eine Be: 
rührung der zweyten Ordnung hat, werden wir nicht nur die Größe 
dieſes Kreifes oder feinen Halbmeiler und den Ort feines Mittelpunkts, 
fondern auch die Lage feiner Ebene im Raume beftimmen müflen, und 
Daher für die Gleichung diefes Kreifed dad Spftem einer Kugel, und 
eine durch den Mittelpunkt diefer Kugel gelegten Ebene nehmen. Iſt 
pn der Halbmeifer diefer Kugel, und find a, b, c die den Größen x, 
y, = parallelen Eoordinaten des Mittelpunfts derfelben, fo iſt die Glei⸗ 
hung der Kugel 


«— a? + —bY +@— cc’ = 
Die Gleichung einer Ebene aber, die durch den iteinnft dies 
fer Kugel gebt, wird die Form haben: 
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x — ı -. yv—b)A+(@—c)B=o, | 
wo A und B „ven Conftanten find, welche die Cage diefer Ebene im 
Raume ausdrüden. 

Soll der Kreis, der durch den Schnitt diefer Ebene mit der Ku- 
gel gegeben ift, mit einer Curve von doppelter Krümmung eine Beruͤh⸗ 
zung der zweyten Ordnung haben, oder fol p der Krümmungs— 
halbmeffer der Eurve feyn, fo müllen, nad dem Vorbergehenden, 
nicht nur die Werthe von x, y, z in beyden Gleichungen, fondern auch 
ihre erften und zweyten Differentialien mit jenen der gegebenen Curve 
identifch feyn. Differentürt man daher diefe benden Gleichungen zwey⸗ 
mal, ohne irgend ein Differential als conflant vorauszuſetzen, fo er- 
bält man: 

«— dx + y—b)dyt+- (a—c)de so, 
dx +-Ady-- Bdz=o, - " 
«—.)dx4(y—b)dyt(z—c)d’z--dx Kdy? det =o, 
dx >-Ady--Bdz=o, 

Die vierte und fechöte diefer Gleichungen geben fofort, wenn 

man die vorhergehende Bezeichnung der Größen X, Y und Z heybehält, 
Am = wd B= 2 

Subflituirt man diefe Werthe von A und Bin der zweyten jener 
Gleichungen, fo gibt die zweyte, dritte und fünfte, welche Gleichungen 
bloß die Größen a, b, c enthalten, wenn man wieder 

ds = dx? + dy? + dz? 
feht, nad) einigen Reductionen: 
(Xdz — Zdy) ds 

“Xp 2 
(Zdx — Xdz) ds = 
"x+ınr+ız ! — 
CXdy — Ydı) ds 
e·7 

und durch dieſe drey Gleichungen werden die Coordinaten a, b, c des 
Mittelpunfts ded Krümmungskreiſes beſtimmt. Gubftituirt man end» 
lic, diefe Werthe von (a — x), (b—- y) und (0-2) in der vorherge⸗ 
henden Gleichung 


r=(a— + bb red, 


ae LI = 


b—y= 
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fo erhält man den Krümmungshalbmeffer p durch folgenden Ausdruck: 
dss J 
8— 

Sept man in dieſen Ausdrüden z=c—=0, fit uy A=Y=o, 
and man erhält die analogen Ausdrüde der Größen a, b und p für 
ebene Eurven, die wir oben ($. 95) gefunden haben. 

1. In den vorhergehenden Ausdrüden ift fein Differential con 
flant angenommen worden. Setzt man aber ds conftant, fo ift 

dxdıx + dyd!y >dzdz=o, alfo aud 
Ydz — Zdüy = detdiz, 
Zdx — Xdz — desdiy, 
‚ Xdy — Ydx = ds’diz und 
Et +Z=ederdan pin hdz), 
fo daß man daher für die vier vorhergehenden Beftimmungsftüde erhält 
2 dstd?x. 
TO Pr+ey ren’ 
dsdıy 
Ge 
dad?r 
Fer dp Has 
— de? 
P= RRrFeR — 
1. Dan kann diefen Werth von p noch auf folgende einfache Art 
finden, indem man zuerſt den Winfel u zweyer nächfter Tangenten oder 
‚den Eontingenzwinfel der Eurve fucht (vergl. $.96). 
Sind nämlih A, B, C die Cofinus der Winkel, welche die erſte 
Tangente der Eurve mit den Aren der x, y, x bildet, alfo auch 
A+daA, B+dB, C+ädc 
alogen Winkel der nächftfolgenden Tangente, fo hat man (Einl. 
L) 
"ow=A(A+dA) + B(B+ÄB) + C(CAAC), 
ı die drey Eoordinaten unter ſich rechtwinklig find, fo ift (eben 


B 

l #2+-B+-C=ı uw 
(A+dA + B+EBE + (04 ag = 1, 
ud 


dA+BEB+CAC= — WA: +EB +dcH), 


a — x 
—E — 


c-ı= und 


$. 128. | 249 
Allein. der vorhergehende Ausdrud von cos. w gibt auch 
sintoa = — 2 (AdA - BB 4 040) 
— (AdA-+BdB- CädCcy, 
fo daß man daher hat, wenn man die vierten und ‚Höheren Potenzen 
von dA, dB, dC weglaͤßt: 
sin.? = dA? 4 dB? 4 dC?. 


Es ift aber ($. 125,1.) 


dx d d 
Amon B=-, =; 


alfo auch, wenn man den vogen ſtatt dem Sinus nimmt: 


"ot = (..2 "+ (a. + (4. .— 
und dieß ift der gefuchte Ausdrud des Bintets der Gontingen; der 


Eurve. Da nun, wenn wieder p den Krümmungdhalbmeiler der Curve 
bezeichnet , 


| ds . 
P=— iſt, 


d. I“ + (a. 
wie zuvor. * ) 


III. Wenn man in der vorhergehenden Gleichung 
ar = dA: + dB? + dc? 
die Werthe von =: =, B=7 Ze = aut $.125,1.) fubs 
fituire,, fo hat man 
dA= 


fo hat man auch 


p = 


ds 


-) + (a. 


x 





ds2d?2x — dıdsd2s 
ds> ’ 





oder da | 
ds? = dx? + dy? + dz?® und 
Fin = dxd’x + are -- dzd?z ift, 


dA= = = (dyd’x — dxd?y) +4 — — (dzd’x — dxd!z), _ 
oder nach ber in $. 127 eingefüßrten Bejeichmung 


- dA = =, und eben fo 
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Xdy — Ydı 

— 

und daher, wenn man dieſe Werthe in dem vorhergehenden Ausbee 
von w fubftituirt: 


=. Vertrz, 


ein anderer Ausdrud ded Winkels der Contingenz. Ä 

IV. Nennt man eben fo A/B’ C/ die Cofinuß der Winkel, weh 
die Normale der Curve mit der Odeulationdebene ($. 127) derfelben I 
det, fo hat man 


dC = 


— — 
Y 
rt 
Z 
Nennt man aber 0 den Winkel, welchen zwey naͤchſtfolgende o 
eulationdebenen unter ſich bilden, oder was dasſelbe iſt, nennt man 
den Winkel zweyer naͤchſter Normalen der Curve, fo dat man wieder 


wis zuvor, 
= (dANY? + (dB 4 (d C)%. | 

Man pflegt diefen Winkel 0 zweyer naͤchſter Odculationsebene 
den Slesionswinkel der Eurven zu nernen, und man fiehe, dal 
fein Ausdrud in x, y, z die dritten Differentialien diefer Coordinate 
enthält. ‘ 

V. Um auf die vorhergehenden allgemeinen Ausdrüde ein Bey 
ſpiel anzuwenden, fey die Eurve von doppelter Krümmung gegeben 

deren Gleichungen find | 
y} as ax und z! = a? — y!. 

Diefe Curve gehört demnach für den Durchfchnitt eines paraboli: 
fhen und eines kreisfoͤrmigen Eylinders. Die Gleichungen derfelben 
geben, wenn man dx conflant fegt, | 


Mm 


B’ = 





C = 





adı  adı 
atdı? I a2dx?. 


ds? == (a! + 4)? 27) *. 


N 
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Dieß voraudgefept, hat man 








asdı> 2826 18 atdx> 
“ re TOT 287 
o auch | f 
FHU+z=ennVetir Han | 
D daher der gefuchte Krümmungshalämefler J 
(a 4 
XVIII. 


Erzeugung der Flächen. 


$. 129. (Cylindriſche Flächen.) Ein Cylinder, in der allge: 
seinften Bedeutung des Worte, entfteht Durch die Bewegung einer ges 
aden Linie, die während ihrer Bewegung einer anderen, unbeweglis 
ben Geraden, immer parallel bleibt. Seyen die Gleichungen diefer 
rgeugenden Geraden in irgend einer Cage derfelben 

xs=ar ra md yambze- |. 

In diefen Gleichungen find die Srößen-a und b conftant, die bey» 
Yen andern Größen a und B aber find entweder zugleich conflant,, oder 
ugleich veränderlich; alfo muß auch jede derfelben eine Funktion der 
ainderen ſeyn, oder man muß haben 62294, d. h.: 

y—bzsp(x—a:) . .. (D. 

en man diefe Gleichung partiell, fo hat man 


(=) = = — "+2(7)- und 


ı— b(2- „)=-:(£)- 4, 


wo 9! eine andere Zunftion er Größe (x— ae) ansdrüudt. Climinirt 
man aus diefen beyden Gleichungen die Größe 9‘, fo hat man 


..r 6: :) wm 
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und die Sleihung (1) fowohl, als auch ihre Differentialgleihung (IM) 
fann als die allgemeine Gleichung der Cylinder angeſehen werde, 
welches auch diejenige Curve feyn mag, durch welche die erzeugende 
Gerade während ihrer Bewegung gehen fol, eine Curve, welche wir 
die leitende Curve nennen wollen. 

I. Wenn man die Gleichungen der ergeugenden und bie der lei⸗ 
tenden Linie kennt, ſo kann man die cylindriſche Flaͤche finden, welche 
‚ durch dieſe Bewegung der erzeugenden Linie entſteht. Sind nämlich 
U=o und V=o die gegebenen 'Bleichungen der leitenden Curve, 
und find, wie zuvor, die Gleichungen der erzeugenden Geraden 

x— az =a md y—bz= pa, 
fo wird man aus diefen vier Gleichungen die drey Größen x, y, 2 eli⸗ 
miniren, und ald Refultat diefer Elimination eine Bleihung zwifchen 
a und 9a finden, woduͤrch die Form dieſer Zunftion ya beflimmt 
wird, | | 

Ex. Iſt die leitende Curve ein Kreis in der Ebene der xy, beilen 
Halbmeſſer r, und deifen Coordinaten des Mittelpunfts A und B find, 
fo hat man für die beyden Gleichungen U=o und Vo ber leitenden 


Eurve 
z=o um 


x— A’ +9-Bb tr. 
Verbindet man damit jene zwey Gleichungen der erzeugenden Ce 
saden, fo gibt die erwähnte Elimination 
(Ay +@—Br=r. 
Subftituirt man aber in diefer Gleichung für « und pa die vori: 
gen Werthe x— az und y„—bz, fo erhält man 
(«— ız — A + y—bz— By er, 
und dieß iſt die gefuchte Gleichung des Cylinders. 

II. Wäre, die erzeugende ©erade und irgend eine Flaͤche W=i 
gegeben , und fucht man den Cylinder, welder diefe Flaͤche ringsum 
berührt, fo wird man aus der Öleichung WW = 0 die partiellen Dife 
sentialien von (5) und () fucyen, und fie in der allgemeinen 
Bleihung (11) des Eylinders fubftituiren, wodurd man eine Gleichung 
To erhält. Behandelt man dann dieſe beyden Sleihungen W=‘ 
und T=o, wie vorhin die Sleihungen U=o und V=o, fo erhält 


x 
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man die gefuchte Gleichung des die Flaͤche W= 0 "umfchließenden 
Cylinders. 

Ex. Iſt die gegebene Flaͤche ein Pe fo hat man 


Weo=-, +. 


(== (= 
Soll nun die egengenbe —8 in einer —* xy ,yaralllen Ebene 
liegen, fo werden ihre beyden Gleichungen feyn: 
x=a md y=bz-+ 95; 
alfo wird auch die allgemeine Gleichung (11) des Eylinders feyn: 


dz 
ı—b (5) oder 


‚ bC:y 
T=zo=ı+7.,- 


Deſen . haben wir alfo die folgenden vier Gleichungen : | 


alfo auch 


+2-ı=0 bC:y + B’z = o, 
xma, y=bz-+ 9a, 
Eliminirt man daraus die Größen x, y, 2, fo erhält man 
A? (pa)? = (A? — a?) (B? + b?C?); 
alfo ift auch die gefuchte Gleichung des das Ellipfoid umſchließenden 
Eplinders 
A? (y— bz)? = (A? — x?) (B? + b?C?). 
Bemerken wir noch, daß man, wenn man die vorhergehende alls 
gemeine Braun (11) des Cylinders noch einmal differentürt, erhält: 


| (=) + (= -) =o um 
(2; ;)+ +) m 


Eliminirt man aus diefen beyden Gleichungen Die Größe = Br fo 


a 


und auch diefe Gleichung muß einer Flaͤche angehören, die durch die 
Bewegung einer geraden Linie entiteht;,allein dieſe Bewegung iſt nicht 
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mehr an ihren früheren Parallelismus gebunden, da dieſe Ofeichu 
von a und b ganz unabhängig ift (vergl. $. 113), 


$. ı30. (Coniſche Flächen.) Eine conifhe Flaͤche wird durd 
‚die Bewegung einer Geraden erzeugt, die immer durch einen gegebenn 
feſten Punkt, und durch eine gegebene krumme Einie, die leitende 
Eurve, geht. 
Sind a, b, c die Coordinaten des feſten Punkts, fo werben 
die Gleichungen der erzeugenden Geraden die Form haben: | 
x — a=alz—c) und y—b = ßB(ze—c), 
und man wird, wie in $. 129, fchließen, dag B—= ya eine Zunktie 
von = ſeyn muß, woraus fofort folgt, daß die allgemeine Teichung 
der coniſchen Flaͤchen 
—b x — a 
— rl) 


* und daß ihre, eben fo allgemeine — *&t iſt: 


-- (E)+E-N (FE)... u 


I. Sind alfo die Gleichungen U==o und Voo der leitenden 
Curve gegeben, fo wird man aus ihnen und aus den beyden Gleichungen 
x — 





y—b 
— u pa 











a 
= a und: 
_—c 


die Größen x, y, z eliminiren, und —* die Gleichung des Ke⸗ 
gels erhalten, der durch dieſe Bewegung der erzeugenden Geraden 
eniſteht. 

Ex. Iſt die erzeugende Gerade ein Kreis des Halbmeſſers r, der 
in einer der Ebene xy parallelen, und von ihr um die Größe C abſte⸗ 
benden Entfernung liegt, und deilen Coordinaten des Mittelpunfts A 
und B find, fo hat man für die Gleichungen der leitenden Eurve 

(x — A”! 4 ( — Ber md z—=C, | 
Verbindet man damit die beyden vorhergehenden Gleichungen der 
erzeugenden Geraden, fo findet man 
 k—a— Co? + (B—b— Co) = ıt, 
und die gefuchte Gleichung des Kegels ift / 
[a—A)2z + &—s)C + [b—B)z+ 4 —b)cp = nr. 
IL. Um aber die Gleichung dedjenigen Kegels zu erhalten, de 








| 
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eine gegebene Bläche W==o ringeum beruhrt, wird man die Werthe 
von (* ) und (2) aus diefer Gleichung in der vorhergehenden all» 


gemeinen Gleichung (II) des Kegels fubftituiren, wodurch man eine 
Sleihung T=o erhält, und mit diefen beyden Sleichungen W=o, 
T=o wird man, wie zuvor mit den Bleihungen U=o, V=o 
verfahren. 

Ex. Sey die gegebene Fläche eine Kugel des Halbmeffers r r, 
deren Mittelpunkt im Anfangspunfte der Eoordinaten Liegt, fo ift 

Wzo= x: +- Pt 2 — rt. 
Dieß gibt 


(8 =—- und dr =—/, 


alſo auch, mittelft der Qleihung (II), 
7 0 (2z — q) 2428 ty =o 
Iſt aber der feſte Punkt irgendwo in der Are der z, fo iſt 
ı=b=0, und man hat daher für die Gleichungen der ergeugenden 
Geraden | 
— * GC, — — 9a. 


Die Combination diefer vier Gleichungen gibt 
+ Gr 


alfo iſt auch die Gleichung des gefuchten Kegels 
et, 

Iſt der fefle Punkt ein Teuchtender Punkt, fo if die Curve, in 
weicher ſich die gegebene Fläche und der Kegel berührt, und deren 
Gleichungen find W=o und T=o, diejenige Curve, weldye auf der 
gegebenen Flaͤche den beleuchteten Theil von dem befchatteten trennt. 
Iſt aber der feite Punkt das Auge des Beobachters, fo ift jene Beruͤh⸗ 
rungdcurve der fcheinbare Umfang, unter welchem dem Auge jene Fläche 
erſcheint. 

Differentürt man endlich auch Bier die Gleichung (IT) noch ein⸗ 
nal, fo erhält man 


(@ 2 = (5) ’ 
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wie zuvor, für eine Flaͤche, die durch’die willfürliche Bewegung eine 
geraden Linie entftanden ift. 


$. 131. (Motationsklächen.) Eine Rotationsflaͤche entſteht 
durch die Drehung einer Curve um eine fefte Gerade. Sind 
x=Az ta und y=Bz-+b 
die Gleichungen diefer feften Geraden oder der Rotationdare, fo wir 
die Gleichung einer, auf diefe Are fenfrechten Ebene (nach Einleit. 
6. 11,1.) die Sorm haben: 
Ax+-By+z=a. 

. Eine Kugel aber, deren Mittelpunkt in dem Punkte Tiegt, in 
welchem die Rotationdare die Ebene der xy fchneidet, und deren Halb 
meſſer 6 ift, wird zur Sleichung haben: 

«-ı? +67 — by aß, Ä 
und jene Ebene fowohl, ald auch diefe Kugel wird die gefuchte Rote: 
tiondflähe immer in einem Kreiſe fchneiden, woraus fofort wieder 
folgt, daß ß eine Zunftion von a, oder daß B?=ya ſeyn wird, dab 
heißt, daß man hat 

K- +0 -DtmglastBytn. 10 
und dieß iſt die allgemeine Gleichung der —R Die ik 
gleichgeltende Differentialgleihung aber iſt 


B-y+293 (2) -a@-:t49 (2) 
+Ab—„)-—-Ba—)=o...() 


Iſt für einen fpeciellen Ball die Notationsare zugleich die Ar 
ders, ſo tA=B=a=b=0o, und man hat daher 


N wu . . . (1) und 
(2 =)=0...(m. 


I. Sind wieder U=o, v-o die gegebenen Gleichungen eine 
Eurve, die um eine gegebene Are rotiren fol, fo wird man aus de 
Verbindung dieſer Gleichungen mit den beyden folgenden 
u Ax+By+z=a um 
Gy +0 tzmga 
die Gleichung der gefuchten Rotationsfläche, wie zuvor, ableiten. 
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Ex. Iſt diefe Eurve eine Ellipfe in der Ebene der xz, deren 
Halbaren m und n find, und deren Mittelpunft von dem Anfang der 
Eoordinaten um die Größe x==p entfernt ift, fo find die Bleichungen 
dieſer Ellipſe 


(—) + () -ı=m0 mw y=o, 


Iſt die Rotationsare zugleich die Are der z, ſo hat man 
2 L y? 2? =ga md zu, 
woraus man fofort für die gefuchte Rotationsfläche findet: 


+EVezE=vVern 
fir p== 0 erhält man] 
* + rz 


n? 


für die Zläche, welde bar Notation der Ellipfe um die Axe n „ent: 
ſteht. Iſt pm, fo hat man 

mn + myYn?: — z: — 2? — nv + y: 
für die Släche, welche durch die Rotation der Ellipfe um den Scheitel 
der Are m entfteht. Sept man in der legten Gleichung m=n, fo 


erhalt man 
m -+- m? — gt = Yx2 + y? 


tr +) = 4m (4) 
für die Släde, welche durch die Notation eines Kreifes des Halbmeſ 
ſers m um eine Are entſteht, welche den Kreid am Endpunfte eines 
feinee Durchmeifer berührt. 

Mir haben bereitö oben ($. 113) auf die große Allgemeinheit der 
Gleichungen mit partiellen Differentialien aufmerffam gemacht. Die 
Gleichung einer Oberfläche , die durch die Notation eines Kreifes des 
Halbmeijerd a um feinen Durchmejfer entſteht, iſt 

++’ 420 a. 
Das Differential dieſer Gleichung 
xdx -ydy—p zd=o 
aber drückt alle die fo entitandenen Oberflächen aus, welches auch der 
Halbmeſſer des fie erzeugenden Kreiſes feyn mag. Allein die Gleichung 
Eitteow's Ant. c höh- Mat 17 


oder 


— 
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de x de — 0 


die, wie wir gefehen haben, aus der endlichen Sleihung 

z =" +) 
entftanden iſt, druͤckt bloß aus, daß die Flaͤche durch die Rotation ir 
gend einer Curve, deren Ebene auf jener der xy ſenkrecht ift, um die 
Are der z entitanden ift, ohne etwas über die Natur, Größe und Lage 
diefer Eurve feftzufegen, die daher auch ganz willfürlich, ſelbſt dik 
continuirlich und fogar völlig gefeglod ſeyn Tann. 


$. 132. (Wendelflächen.) &o werden diejenigen Flaͤchen, anc 
log mit unfern Wendeltreppen, genannt, die durch die Bewegung einer 
Geraden entftehen, die immer durd) die Are der z und durch eine ge 
gebene Curve gehend, der Ebene der xy parallel bleibt. 

Diefe Släche wird die Eigenfchaft haben, daß jede durch Die Are 
der z gelegte Ebene jene Släche in einer der xy parallelen Geraden 
ſchneidet. Die Gleichung einer ſolchen Ebene ift aber 
" yz 8X, 0 
und die einer der xy parallelen Geraden ift “ 

z=b. | 

Da auch hier wieder die Größen a und b von einander abhängig 

feyn müffen, fo hat man für die Gleichung diefer Bläche 


oder die Differentialgleihung derfelben 
ds de 
x ( + y (= = 0) . 0 0 II. 
Ex. J. Iſt die leitende Curve ein auf xy fenfrechter Kreis des | 
SHalbmeilers r, und liegt der Mittelpunkt diefes Kreifes in der Arc 


der x vom Anfangöpunfte um die Größe c entfernt, fo find die Glei⸗ 
chungen diefed Kreiſes 
x=c und y 4 tr, 
Verbindet man ſie mit den folgenden 


2 — 
„ma und 2 = pa, 





— 
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fo erhält man, wie zuvor, für die Gleichung unferer Flaͤche 


2 v2 
Zee) 





die befanntlish von mandem unferer Gewölbe gebildet wird... - 

Ex. IL Sey die leitende. Curve die Schraubenlinie, dad heißt, 
eine Gerade, die auf: der Oberfläche eines ‚fenfrechten Cylinders mit 
Freisförmiger Baſis aufgewidelt if. Iſt r der Halbmeffer diefer kreis⸗ 
formigen Baſis, und it die Are des Cylinders zugleich die Are der m, 
und iſt endlich die Gleichung der auftawindenden Geraden, fo lange 
fie noch in der Ebene der "yz liegt, Ba 

r I 
f y= == 7 2, 
ſo ſind die Gleichungen der Schraubenlinie J— 
x! 4y2 —r! mb 


z — A. ‚arc. sin. _ 
rn" 


Verbindet man fie mit. den’ zwey vorhergehenden Gleichungen 


y=ıx und ze pa, \ 


fo erhält man für die geſuchte Gleichung unſerer Flaͤche 
2 A. arc. tang. - oder 


\ * 
‚X = y tang. 7% 


$. 133. (Einhüllende Flächen) Sey U=o die Gleichung 
einer Flaͤche zwiſchen xyz und einer conflanten Größe o. Gibt man 
diefer Größe nach und nach alle möglichen Werthe, fo erhält man 
eine Folge von Flächen, deren jede von der anderen nur durch ihren 
befondern Werth von w verfchieden if. Die Reihe aller diefer Flaͤchen 
aber wird durch eine andere Fläche begränzt werden, von welcher letz⸗ 
teren alle jene umfchloffen und berührt werden, und die wir daher die 
einhüllende Fläche nennen wollen. 

Gibt man in der Gleichung der eingehüllten Släde U=o.de 
Groͤße w den nächftfolgenden Werth » + dw, fu erhält man die Glei⸗ 
Sung der näcjfifolgenden eingehüllten Fläche, die in Geſtalt und Lage 
von der vorhergehenden nur unendlich wenig verfchieden ſeyn, und dies 
ſelbde in irgend einer Curve fchneiden wird. Diefe Curve wird die ge 

a 5* 
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meinfchaftliche Berüfeungslinie der beyden eingehüllten Flaͤchen mit ih⸗ 
rer einhüllenden feyn, und die Punfte diefer Curve werden diejenigen 
Punfte der erſten Zlähe U=o feyn, für welche die Werthe von xyz 
fi nicht ändern, während in w + dw übergeht. Das heißt alfe: 
Differentüirt man die-Bleihung U— 0 bloß in Beziehung auf w, fo 
gehört die refultirende Gleichung für jene Curve, und da diefe Eure 
nothiwendig auf der erfien eingehüllten Flaͤche liegt, fo find die beydeu 
Steigungen diefer Curve, in welcher fich zwey nächfte eingehuͤllte Flä 
hen ſchneiden, oder in welcher zwey nächfte eingehüllte Flaͤchen vor 
der einhüllenden berührt werden: 
U=o0o...%0, 


(Z =0...(. 


Wir wollen diefe Curve die Charakteriſtik der einhüllenden Flaͤche 
neunen. 

Gibt man alfo in diefen beyden Sleichungen der Größe » nad 
und nach alle möglichen Werthe, fo erhält man alle auf einander fol: 
genden Charafteritifen, die ſich alle auf der einhullenden Flaͤche be 
finden, und aus denen allein, wenn man fich fo ausdrüden darf, diele 
einhüllende Flaͤche zufammengefegt ift. Eliminiet man daher aus jenen 
beyden Gleichungen die Größe w, fo erhält man inxyz eine Glei⸗ 
hung, die von w unabhängig ift, und daher für alle Charakteriſti⸗ 
fen, d. 5. für die einbüllende Fläche ſelbſt gehört. 

Wenn man aber in diefen beyden Gleichungen (1), (11), nad; 
dem man der Größe w einen beftimmten Werth gegeben hat (wodurd 
die Lage der Charakteritif im Raume für einen befondern Fall beſtimm— 
wird), diefe Größe » in @ 4- dw übergehen läßt, fo werden die zwei 
neuen Gleichungen (1), (11) für die nächitfolgende Charakteriſtik gehe 
ren, die der Borm und Lage nach von der vorhergehenden wieder nui 
unendlich wenig verfchieden feyn, und fie im Allgemeinen in einem ode 
auch in mehreren Punkten fchneiden wird. Diefer Durdyfchnittspunf 
zweyer nächfter Charafterijtifen wird offenbar derjenige Punkt der er 
ſten Charakteriſtik feyn, für welchen Die Werthe von xyz fich nicht än 
dern, wenn fih (in den Gleichungen I und II) der Werth von « da 
dert. Wenn man daher diefe beyden Gleichungen bloß in Beziehun 
auf ww differentüiet, fo werden die beyden fo erhaltenen Gleichungen fil 
ienen Durchſchnittopunkt der zwey naͤchſten Charakteriſtiken gehören 





und da diefee Punkt fich auch zugleich auf der erſten Gharakteriftif bes 
findet, da überdieß die Differentiation von (1) die Gleichung (II) wies 
der hervorbringt, fo hat man für diefen Ducchfchnittspunft je zwey 
naͤchſter Charafteriftifen die drey Gleichungen: 


U — O0 . 0 (D, . 7 
a U . oo 
( = 0 . . . wu 7 


d? ' 
da: = 0 . 0 m ’ 


in welchen wieder der Werth von @ diejenige von allen andern Charal⸗ 
teriſtiken beſtimmt, auf welcher man den Durchſchnitt derſelben mit 
der naͤchſtfolgenden Charakteriſtik genommen hat. (Vergl. $. 116, II.) 

Gibt man daher in den drey vorhergehenden Gleichungen der 
GSroͤße nach und nach alle möglichen Werthe, fo erhält man die 
Aufeinanderfolge jeder zwey nächiten. Charafteriflifen, d. h. elimi⸗ 
nirt man aus jenen drey Gleichungen die Größe w, fo erhält man zwey 
andere Gleichungen in xyz ohne w, welche zwey Sleichungen für dies 
jenige Curve gehören werden, welche von den ſaͤmmtlichen Durchſchnitto⸗ 
punkten jeder Sharafteriftif mit der ihr nächfifolgenden gebildet wers 
den. Diefe Curve wollen wir die Wendungscurve (Arete de 
rebroussement) der einhüllenden Släche nennen, 

Man fieht, daß diefe Wendungscurve von, allen Sharafteriftifen 
eben fo berührt wird, wie die einhüllende Flaͤche von allen eingehüliten 
berührt wird. Daß fich diefelben Betrachtungen auch auf ebene Eur- 
ven oder auf eine Gleichung U = o zwifchen zwey veraͤnderlichen Groͤ⸗ 
Ben anwenden laſſen, ift für fich ar. 

Ex. I. In der Ebene der xy ſey irgend eine‘ Curve verzeichnet, 
deren Gleichung y= px feyn fol. Der Mittelpunft einer Kugel, 
deren Halbmeſſer r ift, bewege fi) auf jener Curve. Der Kaum, wel- 
den die Kugel durchläuft, wird die einpällende Flache aller dieſer Ku⸗ 
geln ſeyn. 

Iſt o der Werth von x für irgend eine beſtimmte— Lage des mi— 
telpunftes dev Kugel, fo iſt die Gleichung der Kugel | 


Ko? + Herren... G0V). 


d.,o’o 
do 


N, 








» d. " 
Sept man der Kürze wegen you = —— und ya m P 
. “ 14 . u \ ..* 0 
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“und differentiirt man die vorhergehende Gleihung zwey Mal in Bee 
bung auf o,: ſo erhält man 
-)+r Hr) eo... GM, 
0). — got —ı=o.. . (IM. 
Dieß voraudgefept, gehören alſo die Gleichungen I und II zufammen 
genommen für jede einzelne Charafteriftif der einhüllenden Flaͤche. 
Eliminirt-man aber » auß I und UI, ſo erhält man die Gleichung 
ber einhüllenden Flaͤche felbfl! . - 
Ferner gehören die Oleichungen I, II und m zuſammen genon⸗ 
men für den Durchſchnittopunkt von je zwey naͤchſten Charafteriftifen. 
Eliminirt man aber die Größe co aus IT, I und II, fo erhält 
man die beyden Gleichungen in xyz, welche für die ‚Wendungdcure 
der einhüllenden Flaͤche gehören. | 
Iſt nun, um'dieß auf ein befonderes Beyſpiel fortzuführen, die 
fefte Curve, auf welcher fich der Mittelpunfe jener Kugel bewegt, ein 
Kreis des Halbmeſſers R, fo iſt 
| = —⸗Vm alſo auch 
und 96 tn . 


Mu: VRR 


ve=e 
Diefem ‚gemäß find jene drey Gleichungen 

“HH VRZeit ge reo...() 

. x = — _ u 0. (I) 1 


y=zo ..... dl) | 

Eliminjet ınan so aus I und. II, fo iſt die gefuchte Gleichung de 
einhüßleuden Slähe . 
nu. R-+#+. Ve - = Sy, 

Die zwey Gleichungen I und II zufammen genommen 'gehören 
für die Charakteriſtik, und man fieht, daß diefe Charafteriftif eine ebene 
Curve ift, da ihre Projection in xy (Gleichung II) eine Gerade il. 
Diefe Curve liegt alfo in einer. auf xy fenfrechten Ebene. Für den br 
fondern Werth von „== 0 ift auch x==o, und daher die Gleichung ) 

g-H+4e=n, 
aifo die Charafteriftif ein Kreis, deffen Halbmeſſer 2, und Teilen Wit: 


Yo'zz 7 
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elputft von dem Anfangöpunfte der Eoordinaten um die Größe R 
ibſteht. 

Bewegt ſich auf demſelben feſten Kreiſe des Halbmeſſers R der 
Rittelpunft eines Ellipſoids, daB durch die Rotation einer Ellipſe nme 
ie Are der z entftanden iſt, und find A und B die halben. Axen diefed 


Mipfoide, fo hat man m 
"+y? +7 -=B, 





fo auch ; 
Ko) +90) + * wo... 
x — u +(—po).fomo-. . . (ii) 
Ho). Mo or —ısdo... a 
Da bier die Bröße pn = VR’— or ift, wie zuvor, fo gibt 
die Sleichung (11) fofort 


—X R: x? 
x = — — oder w? m —, 
R? — 0? 2. y? 


und mit diefem * von findet man aus der Gleichung (1) 
—— ever | 


für die — Sic übereinftimmend mit der’ Nosarionsfäche, 
die wir oben ($. 131) gefunden haben, wenn man dalelbft nen A, 
mn=B und p=R fept. Ze 

Ex. II, Für die Gleichung eined Kegeld mit freisförmiger Vaſio 
deiſen Spitze im Anfange der Coordinaten iſt, und deſſen Seitenlinie 
mit der Are des Kegels, die zugleich die Are der. z feyn.foll, einen 
Winkel bildet, deilen Tangente a iſt, hat man ($. 30) 


x? 4 y? = a?azt. 

Es bewege ſich die Spitze dieſes Kegels in der Peripherie eines 
Kreiſes des Halbmeſſers R, der in der Ebene der xy Tiegt, und deffen 
Dittelpunft im Anfange der Coordinaten ift ‚fe dat man für bie Glei⸗ 
chung dieſes beweglichen Kegels | | 

+ Mlefyeanii.. ll. 

Das Differential diefer Gleichung in Bericung auf bo gibt 

Zar ve). =0"...(), 


Br; er 
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woraus fofort folgt 

Rx 

Ä Vetn 

und > Biker Werth von w, in der Sleihung (I) ſubſtituirt, gibt bie 
Gleichung der alle diefe Kegel einhällenden Fläche 
Ver — RR HGVEe+P Apetihf)) 
oder, wenn man diefe Quadrate auflöft und alle Glieder durch (x? 4) 
dividirt: 





a * 


x? Ly2 — oRYx® ty: = a2et — Re. 
| Sept man in diefem Ausdrude zb, fo erhält man für den 
Durchſchnitt diefer einhüllenden Flaͤche mit einer der xy. parallelen und 
von a ihr um die Größe b abftehenden Ebene die Gleichung 


X ty =(R + ab). 
Diefer Schnitt ift daher ein doppelter, concentriſcher Kreis, deſ⸗ 
fen Halbmeſſer R--ab und R— ab iſt. 


$. 134. (Developpable Flächen.) Wenn eine Flaͤche durch 
die Bewegung einer geraden Linie entfteht, deren je zwey nächfte La 
gen immer in einer Ebene find, fo wird diefe Släche developpa 
bei genannt. Diefe Flächen fönnen nämlich ald auß ebenen Elemen⸗ 
ten von undeſtimmter Länge, aber von unendlich Meiner Breite befte: 
hend betrachtet werden. Da je zwey naͤchſte diefer Elemente ſich in 
einer geraden, in der erzeugenden geraden’ Linie fchneiden, fo läßt fid 
die ganze Kläche in eine einzige Ebene, ohne Bruch und ohne Verdopp⸗ 
lung, ausbreiten, oder fie läßt fich developpiren. Die cylindeifchen 
und conifchen Flaͤchen ($. 129, 130) find nur fehr fpecielle Bälle der 
developpablen Flächen. 

Wenn ſich eine Ebene fo bewegt, daß fie durch alle auf einander 
folgenden Punkte einer gegebenen Curve von doppelter Krümmung auf 
diefer Eurve fenfrecht ſteht, fo werden die Durchſchnitte je zwey naͤch⸗ 
fter diefer normalen Ebenen eine developpable Släche bilden. Diefe ge 
radlinigen Durchſchnitte von je zwey nächften Ebenen nennt man die 
Charakteriſtik der developpablen Flaͤche. Da endlich je zwey 
nächte diefer Charafteriftifen immer in einer Ebene liegen, fo wer: 
den fie (wenn fie anders nicht parallel find, wie bey den cylindrifchen 
Flaͤchen) fi in irgend einem Punkte fehneiden, und die Aufeinander: 
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folge aller dieſer Durchſchnittspuntte der Charafterikifen werben eine 
Eurve bilden, bis man, Analog mit $. 133, die Bendungscurve 
der developpablen Fläche nennt, nnd'ju weicher die Eperafterififen die 
auf einander folgenden Tangenten find. 

Man:fieht aus dem Geſagten, daß man die droefoypablen Blächen 
auch als folche betrachten kann, die durch die Bewegung einer Geraden 
entſtehen, die immer Tangente einee Curve von doppelter Keim: 
mung if 
Seyen alſo x = t a und yo>Fz die Gleichungen einer Curve 
Betrachter man auf ihr einen Punft, deilen Ordinate z— o if, "fo 
werden die beyden andern Coordinaten diefes Punktes xm=fo und 
y=Fo ſeyn. — ©ey ferner 

z=Ax+By+C 
die Gleichung einer Ebene. Soll diefe Ebene durch den Punft a 
jener Eurve gehen und auf diefer Curve fenfrecht ſtehen, fo ift durch 
Diefe zwey Bedingungen die Lage der Ebene vollfommen beftimmt, alfo 
find auch die Größen A, B, C beitimmt, und man fieht, daß diefe 
Größen mit bem Werthe von « ſich zugleich ändern werden, daß fie 
alfo Funktionen von @ fegn müffen / ſo daß man daher hat 
.z=gua+yatho..- 6). 

Dieß iſt aber dieſelbe Gleichung, die wir ſchon oben ($. 113, ID) 
behandelt haben. Wir haben aus ihr a. a. O. die.folgenden. vier Ole 
Hungen durch Differentiation der Größen x, y und z abgeleitet: 

p=fq.... ....(), 

p = Pe—pr—qy) “.. (6b) 

gerw—pr—qyJ) - - « .(, 

md P=rt. .. 0 000.0. kd), 
wenn man bie Bedentung der Orößen p, q, r, s und t nad) 6.214 
bepbehäkt. 

Jede der drey erfien Differentialgleihungen (a), (b) ober (c), 
die nur mehr eine willfürliche Funktion enthalten, ift die gefuchte 
Bleichung ber developpablen Släche, und eben fo ift auch die zweyte 
Differentialgleichung (d), die feine weiter willhirliche Funktion, aber 
dBafär partielle DifferentialsCoefficienten der zweyten Ordnung enthält, 
eine eben fo allgemeine Gleichung der developpablen Fläche. Diefe 
legte Gleichung (d) wurde auch ſchon oben ($. 129, 130) auß den cy⸗ 
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Iindeifchen und conifshen Flaͤchen, abgeleitet; wewer man bie Gleichun⸗ 
gen der lehteren durch. Differentiatjon von ‚den: Be: particnlarifirenbes 
Größen a. und b unabhängig macht. . ...:: ine 

I. Die vorhergehenden Ausdrücke find. durch Differentiation Der 
Bloichuug (A) in Beziehung auf die neränderlichen Grͤßen xyz ent 
fanden. ‚Allein diefelbe Gleichung (A) läßt ſich quch in Beziehung auf 
die ebenfallö veränderliche Groͤße «> auf eine ähnliche Weile behandeln, 
— Gibt man nämlid, diefer Größe w nad) und nach alle möglichen 
VWerthe, fo erhält. man. die Folge aller. auf die gegebene Curve ſenkrech⸗ 
ten Ebenen, deren je zwey nächite ſich in-einer geraden. Linie, der Cha: 
rakteriſtik, ſchneiden. Differentürt man aljo-die Gleichung (A) in Be 
ziehung auf o, fo erhält man un 

otytotı=o. . . . (B) 
und die zwey Gleichungen (A) und (B),. zufammen genommen, find bie 
der Charafteriftif. Da aber die Gleichung (A) die einer Ebene über: 
haupt‘, und da die Gleichung (B) die einer andern auf xy fenfrechten 
Ebene ift (Ein. 5. 8), fo ift die Charakteriſit eine gerade Linie, wie 
zuvor. 

Eliminirt man aber aus den beyden Gleichungen (4), (B) die 
jede einzelne Charafteriftif partichlarifi rende Größe w , fo wird das 
Reſultat diefer Elimination 'die Aufeinänderfolge‘ diefer verfchiedenen 
Charafteriftifen, d. h. die Sleichuug der developpirten 
Ebene ausdruͤcken. 

Differentiirt man die Gieichung ) wieder in Veliehung auf wo, 
fo erhält man Bu . 

xplotyWiomo.. (0, 

und diefe Gleichung wird für die‘ naͤchſtfolgende Sharafterifit gehören, 
wie (B) für die zunächft vorhergehende gehoͤrt. Beyde zuſammen ge: 
nommen, werden Daher für den Durchfchnitiöpunft diefer zwey naͤchſten 
Charafteriftifen gehören, d. h. fie werden einen Punft der Wendung 
‚surve anzeigen. ‚Eliminirt.man daher aus den drey Gleichungen (A), 
.(B), (C) die diefen Punft der Wendungdcurve particularifirende Größe 
‚oo, fo erhält man zwey Gleichungen, die von » unabhängig find, und 
daher allen Punften der Wendungscurve angehören. 
„Die Elimination der Oröße O auß den, beyden Gleichungen w | 

(B) gibt daher Die geluchte Gleichung der dexeloppablen Flaͤche in ende 
lichen Ausdrüden, und Pie Elimination derjelben Größe 0 au den 





ı 
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drey Dleihungen (A), (B), (C) gibt die zwey Sleichnagen der Wen⸗ 
dungscurve der developpablen Flaͤche. 

II. Betrachtet man aber, nach dem Vorhergehenden, die deve⸗ 
loppablen Flaͤchen als ſolche, die durch die Bewegung einer Geraden 
entflehen, welche immer Tangente einer Eugve von doppelter Krümmung 
iſt, fo feyen wieder 


9 


= fz md y=Fr,, 
die Gleichungen Biefer Curve. Wählt man in ihr einen Punkt, deffen 
Eoordinate z= w ifl, fo hat man für diefen Punft- 

zs=fo und y=Fo;... 


und wenn man dieſen Punkt der Curp⸗ als den Beruůhrungspunkt der 
Tangente betrachtet, fo. hat man, für, die Gieichungen dieſer Zengente 
($. 135): 


x — fuo=(-o).fo, , . 
y—-Fo=(z—u).Fo, ‚ 
und die Elimination von w aus diefen beyden Gleichungen wird bie 
allgemeine Gleichung der developpablen Flaͤche ſeyn. In der That, dif⸗ 
ferentiirt man die erſte Gleichung in Beziehung auf x, z und die zweyte 
in Beziehung auf y, z, fo erhält man | 
ı=p.fıu und ı=4- Fo, 
- woraus wieder folgt 
BE p= fg, wie zuvor. 


cs (Meber die Differentiation der conſtanten Gröſjen 
einer ® egebenen Gleichung.) Die Methode, eine gegebene Glei⸗ 
hung zwifchen x, y und einer conftanten Größe in Beziehung auf diefe 
Conſtante zu differentiiren, und dann aus deu fo erhaltenen zwey Glei⸗ 
chungen dieſe Conſtante zu eliminiren, ein Verfahren, deſſen wir uns 
zur Auffindung der einhüllenden Flaͤchen ($. 133) bedient haben, läßt 
fi) auch noch bey vielen andern Problemen vortheilhaft anwenden. Wir 
‚wollen, zum Schluſſe dieſes Abſchnittes, nur einige derfelben maher 
anzeigen. 

1. Eine Gerade bewege ſich ſo, daß die Summe ihrer Entfernun⸗ 
gen vom Anfangspunkte der Coordinaten, in der Are der x und y ges 
zaͤhlt, immer gleich einer conſtauken Bröße c ſey. Um.die Eur: gu 
finden, welche durch die auf einander folgenden Durdyfchnittöpunfte die⸗ 
fer Geraden Mit ihrer naͤchſtliegenden entfteht, der welche Diefe” Ge: 
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rade in allen ihren Lagen berührt, fey a die Entfernung der Geraden 
vom Anfange in der Richtung der Are der x, und b in jener der y, fo 
da man, wie man leicht ſieht, 


13 


md da nad der Bedingung der Aufgabe à b=c feyn fol, fo if 
auch die Gleichung diefer Geraden 


+ =1...0 
Das Differential diefer Gleichung in Beziehung auf a gibt aber 


u a=:(c+r—y) 
und wenn man bdiefen Werth von a in der Gleichung (T) fubftituirt , fo 


erhält man 
—x)? — sc) so, 
die Sleihung der gefuchten Curve, die alfo eine Parabel ift. 
Saoll fi) aber die Gerade fo bewegen, daß ihr fenfrechter Abftand 
von dem Anfange der Toordinaten immer gleich einer conftanten Größe 
R ift, fo bat man, wenn « den Winkel der Geraden mit der Are der 
x bezeichnet, für die Gleichung diefer Geraden 


x sin.a -- y cos.a = R. | 

Das Differential diefes Ausdruds in Beziehung auf = gibt 
ang. = - r und wenn man biefen Werth von a in der vorhergehen- 
den Oleihung ſubſtituirt, fo erhält man 

| -yt—=Rt, 

die Gleichung des Kreifed, deſſen Halbmeſſer R ift. 

Wann ſich endlich zwey Gerade, deren Gleichungen 

| y=ııt-b nd ymaax— b’ | 

Ka, fo bewogen, daß fie fich immer unter demfelben Winkel m ſchnei⸗ 
den, fo hat man | 





x—a — a“ 
tang. m = > itva 23 
‚un wenn man in diefem Ausdrude für a und a’ ihre Werthe 7 — 


y— 
uyd 2 





ſubſtituit, ſo erhaͤlt man für die Gleichung der Sue, in 


1 
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welcher die auf einander folgenden Derhſhoittepunti der beyden Ge⸗ 
raden liegen: 


x: + „—b)y—b‘)) — x(b—b’) cotang.w = 0, 
oder einen Kreis, deſſen Halbmeſſer gleich : (4 5) iſt. * 


II. Sey mMm/ ($ig. 45) eine gegebene Curve, deren Cooidi⸗ 
naten AP=x’ und PM =y‘, und C ein fixer Punkt, deſſen Coor⸗ 
dinaten AB=a, BC=P find. Man ziehe CM und durd den 
Punft M die Gerade MSE fo, daß die Normale MR der gegebenen 
Eurve den Winfel CMS halbirt, oder daB CMR—=RMS ill. Thut 
man dasſelbe für alle nächftfolgenden Punfte M der gegebenen Eurve, 
fo werden die fo entftehenden Geraden MS fich je zwey in einem Punkte 
fehneiden, und die Folge aller diefer Durchſchnittspunkte S wird eine 
andere Curve a Ss’ bilden, die man die Brennlinie (Catacauftif) 
der gegebenen Eurven m Mm’ nennt, weil in der Ihat bey der Res 
flerion des Lichtes von einem Spiegel mM m’ der einfallende Etrahl 
CH mit der Normale MR denfelben Winkel, wie der zuruͤckgeworfene 
Strahl MS, bildet. 

Dieß vorausgefept, wollen wir die Gleichung der Brennlinie zwi⸗ 
ſchen den rechtwintligen Coordinaten AT=x und TS = y ſuchen. 

Die Sleihung der Geraden CM ift (Einl. 3, IV.): 


er) 





J-yjy = 
Wird daher der Winkel MDR=6 gefept, fo ill tang. d = eZ J. 
Allein es iſt auch 


- (x— x). .. 03 





tng. DARM = * und 


tang. DMR — tang. (160 - D—R) = — iang. (D-HR) oder 


. tang. DMR * 7 
welchen Ausdruck wir der Kürze wegen durch 0 bezeichnen wollen. 
Endlich ift noch u 
tang. REM = tang, (DAM— RME), 
und da RME=DMR if: 


270 §. 155. 


tang. REM = —; 
nr... | — + 
und da die Gerade MSE zugleich die Zaugente ‘der, gefuchten Curve 
ss s ſeyn muß, [0 hat man für die Gleichung dieſer Eurve * 


De u 
“ ’ y — y’ = dy‘ (x— x). 
oo J dx 
. Different man aber diefe Gleichung in Beziehung auf x’, 
set der ‚Kürze wegen p= {ir ‚und g= TE, fo erhält man 
min _etmesn 2. dl, 


a + +ra+0%) 
und: wenn man aus den keyden letzten Gleichungen die Groͤße («—r) 


eliminirt: 
2 nd 
arg Hrn _ X en ..2 (mm. 


Ä | 46 
m 64797 r—“— 


"Sn den beyden letzten Ausdrüden kann man ‚aber mittelft der ge⸗ 
gebenen Sleihung der Curve mM m’ qwifchen x’ und y’ alles, was 
rechts von dem Gleichheitszeichen it, auf.eine Zunftion der einzigen 
Größe x’ zurüdbringen. Eliminirt man dann aus den beyden letzten 
"Gleichungen diefe Größe x‘, fo erhält man die gefuchte Gleichung in 


"xy, welche für die Catacauſtik gehört. 


Ex. I. Sit die: gegebene Eurve eine Eipfe, deren Mittelpunft 
der Anfang der Coordinaten und deren Ercentricität c ift, fo hat man, 
wenn der fire Punkt C einer der beyden Brennpunfte der Ellipfe iſt, 


a=—c und Bo, alfo auch 0 = 





+ 7 und die beyden Glei⸗ 
chungen (II) und (III) gehen in folgende über: 
=+cw y= °, 


ivoraud folgt, daß die Brennlinie der Elipfe ein Punft, und zwar der 
andere Brennpunft ift, fo daß die aus einem Breunpunfte diefer Curve 


auögehenden Strahlen, nach ihrer Reflexion, fih in ven andern Brenn. 
punkte wieder vereinigen. 
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Ex. II. Iſt die gegebene Curve ein Kreis, deſſen Gleihung 
„= 2ax’ — x iſt, und iſt der firghlende Punkt in. dem Endpunfte 
eined Durchmeilers dieſes Kreifes, fo. ift a=ß=o un 


⸗ —y 4 3 
0=—, p=- _, =. (e—-, 
alfo auch - 
+ at, ı tp&_; v0 — 
' de · a 
. - de. gr .'. 
Dieß vorandgeeg ‚, hat man für die Steigungen (1) und m; 
_ dar — ax? _ har as 
x — — ud y — 


Eliminirt man aus dieſen beyden Ausdrücken und aus der gegebe: 
nen Gleichung y? = aax’ — x’? die beyden Groͤßen x’ und y‘, fe 
erhält man - J 
+ (18x? + 1202 — 3hax) 35* 

+2 48 aꝛ 22 .— 362: — + 091% — 0, 
oder wenn man a !A fegt: | ’ 
’+xr.+ (ax + 3a + 1242 x G —BA’x=0; 
oder endlich, wenn man flatt x die Größe sA—xfet: “ 

"+" — (AL 2Ax — an)y: — 3A) =o 
für die gefuchte Brennlinie, die alfo die Cardioide ift (Einl. 6.15, IV.). 

Nimmt man überhaupt an, daß die Strahlen CM alle unter‘ ſich 
parallel und fenfrecht auf die Abſciſſenaxe AP auffallen, daß alfo der 
ſtrahlende Punft C unendlich entfernt ift, fo hat, man p=N, und 
die beyden oben gefundenen Gleichungen gehen in folgende einfachere 
über: Ä 


s=U!—-......(M 
und y —û y’ + — — 0) . (IT), 


Ex. III. a die gegebene Curve Die Parabel vr —ax, fo 


hat man 
: a ı a 
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elfe auch jene zwey Gleichungen \ 
oem 3x und yayıx — (-- Z)E, 


woraus man, durch Elimination von x’, für die Gleichung der Brenn 
linien erhält 


Wenn aber die Strahfen CM parallel mit der. Abfeiffenare AP 
einfallen, fo vereinigen fie fi), nach der Neflerion, in dem Brennpunfte 
der Parabel, wie man aus den beyden Gleichungen. (IT) und (IT) 
leicht. findet. _ 

III. Befchließen wir diefen Oesenſtand noch mit folgendem in⸗ 
tereſſanten Probleme. 

Der Scheitel eines geradlinigen Winkels bewege ſich auf der Pe⸗ 
ripherie einer Ellipſe, während feine beyden Schenkel eine andere con⸗ 
centrifche Ellipſe berühren, die mit der erſten Elllpſe dieſelbe Lage dat. 
Man fuche diejenige Curve, welche von der Sehne immer berührt wir, 
die durch die beyden Beruͤhrungspunkte der zweyten Ellipfe mit den, 
Schenkeln des Winkels geht. 

Sey die Gleichung der von dem Winkel tangirten Ellipfe 

Ar Byz=ı.. . (A), 
und überbieß die Gleichung der fie tangirenden Geraden 


y=PıHQ. 

Da der Scheitel ded Winkels durch einen Punft der erften Ellipſe 
gehen ſoll, deſſen Coordinaten a und b feyn mögen, fo hat man auch 
b=Pa-+-PQ, und daher für die Gleichung der legten Geraden 
| y—-b=P (x— a). 

‚Da ferner dieſe abe die weyte Ellipſe berühren fol, fo mil 
fen die Werthe von 2 aus der letzten Sleichung und aus der Glei⸗ 


hung (A) einander gleich feyn, wodurd man erhält 


2 
po —_ Mr 


B?y 
Demnach find die Gleichungen der tangirenden Geraden 
r-b+ —— =o um 
Aax+ Bby=ı... (B), 
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und dieſe letzte Gleichung ift die Gleichung der erwähnten Zehne fie 
irgend eine Lage des Scheitels des Winfeld, welche Lage durch die 
beyden Größen a und b particularifirt wird, 

Um daher den Durchſchnittspunkt diefer Sehne mit der naͤchſtfol⸗ 
genden Sehne zu erhalten, wird man die Gleichung (B) in Beziehung 
auf Die Groͤßen a und b differentüren, wodurch man erhält 

- A!xda+ Bydb= o. 

Da aber der Scheitel ded Winkels, nach der Bedingung der Auf: 
gabe, ſich auf einer Ellipfe bewegen foll, fo fey die Gleichung biefer 
Ellipſe 

Ara 4 B2b—=ı . ... (0). 
Da nun die Werthe von m aus den beyden Tepten Sleichungen 


identifch feyn müffen, fo hat man | 
ArRB?ay — ABrix=o. . . (6(0), 

und die Sleihungen B, C und D find die verlangten. Sucht man aus 
B und D die Werthe von x und y, fo erhält man den Ort ded Durch: 
ſchnittspunkted von je zwey naͤchſten Sehnen, nämlich 

Ara B’2b 

ana rben Md Y Shane Bahn) 
oder nach der Gleichung C einfacher audgedrüdt: 
=l.a und ya.» 
A? B? 

Allein diefe Durchfchnittöpunfte hängen noch von den Werthen 
der Größen a und b, d. h. von der Lage ded Sceiteld ded beweglichen 
Winkels ad. Will man fie alfo davon unabhängig machen, fo wird 
man bdiefe Größen a und b aus den drey Bleichungen B, C und D 
eliminiren, wodurch man eine Gleichung in xy erhält: 

ADB? — AtB’?x? + A' B*y?, 
welche für die gefuchte Curve gehört, zu welcher jene Sehne, in jeder 
ihrer Lage, Tangente iſt. Die gefuchte Curve ift alfo, wie die letztere 
Gleichung zeigt, wieder eine Ellipfe, die mie den beyden vorhergehen⸗ 
den Ellipſen concentrifch und von derfelben Tage ift. 

Nennt man a‘ und b’ die halbe große und Fleine Are der erſten 
Ellipfe, in welcher ſich der Scheitel des Winfeld bewegt, und find 


eben fo a und b diefelben Größen für die zwepte Ellipfe, welche von 
Littrow's Anl. 4. hoͤh. Math. rB 
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ven Schenkeln des beweglichen Winfeld tangirt wird, nnd find endlich 
a“ und b’ diefelben Srößen für die dritte Ellipfe, fo hat man 
aA—bB= aA — b’B’ = ı un 


’ A’ a? 

! GE — EEE — 

a —— 2 — a’ 4 
.B’ b? 


m2 


oder die Aren der dritten Ellipſe find die dritten Proportionalzahlen 
zu den analogen Aren der beyden erſten Ellipfen. 

Wären endlich die beyden erften Ellipfen Kreife und aber, 
fo wie —=b’=r/ die Halbmeſſer diefer Kreife, fo wäre auch die ge 
fuchte Eurve ein den beyden vorhergehenden concentrifcher Kreis, defjeu 
Halbmeſſer iſt. 

Wir werden in der nun folgenden zweyten Abtheilung dieſes Wer: 
kes auf die Differentiation der Sleihungen in Beziehung auf die in ih 
nen enthaltenen conftanten Größen wieder zurück fommen, da diefe Be: 
trachtungen einen der wichtigften Zweige der neueren Analyſis bilden. 











Integralrecnung. 











[4 


Einfadfte Suresratfernim. 


. W un tn oe . 

$. 136. (Begriff der Integralrechnung.) &o wie wir im 
Vorbergehenden das Differential Von-irgend einem gegebenen endlichen 
Ausdrud, z. B. von x=, durch die Vorfegung des Zeichen d anges 
jeigt haben, 'wodurd wir d. lo mım—ıdx' erhielten, eben fo 
wollen wir auch, wenn umgekehrt da8 Differential m x=—: d’x gege: 
ben und der arfprüngliche endliche Ausdruck zu fischen iſt', durch deifen 
Differentiation dieſes Differential mar-+dx erhalten wird, diefen 
urfpränglichen Ausdruck durch die Vorfepung des Beiden f anzeigen, 
fo daß man alfo hat 

fmx-dx = «", | 

Mari nennt aber diefen urfprünglichen endlichen Ausdrud eines 
Differeniiald dad Integral diefes Differentiale. Demnach ift x= 
das Integral von mx=-'dx, da dad Differential der erſten Groͤße 
gleich der zweyten iſt. 

Dasſelbe Integral laͤßt ſich auch ſo ausdrůcken 


m ſarx = x, u’. 
da der unveränderliche Faktor m auf die Differentiation, alfo auch auf 
die Integration feinen Einfluß hat. Eben fo können wir ſchon jept 
bemerten, daß man jedem Integral auch irgend eine Conftante Größe 
C hinzufügen kann, da diefe durch die Differentiatien. wieder verfhwin- 
det, fo daß wir vader in unferem gewählten Beyſpiele haben werden 

m feede= we -4C0. — 

Der eigentliche Werth dieſer Conftante wird leicht gefunden, 
wenn man den Werth ded Integrals für irgend einen befonderen Fall 
fennt. Weiß man 5. B., daß das Integral glei a wird, wenn 
x=o fit, fo hat man, wenn m eine pofitive Zahl ift 
a=o+C oder C=a, 
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Wird aber das Integral gleich B, wenn x==A ift, fo hat man 
B=A"--C oder C=B-—As., 
Eben fo haben wir oben für die natürlichen Logarithmen gefunden 
d.logx—=, alfo iſt auch [= — log. x + C, oder, wa 


badfelbe ift, [= — mlogx + log C = log. Cx. Iſt hier für 
einen befondern Ball das Integral gleich log. a, wenn x=b if, fı 
hat man a=Cb oder C=- Er alfo auch ſür das geſachte Integral 


dx 
. fen 22 


. Diefe Conftante wollen wir in der Folge bey jedem integral der 
Kürze wegen als hinzugefeßt annehmen. 

1. Dieß vprausgefegt, erhalten wir fofort eine Anzahl einfacher 
Sutegrale durch unmittelbare Umfchrung der in dem Vorhergehende 
aufgeftellten Differentialaußdrüde. So geben die im $.35 gefammel 
ten Sormeln: .. 

Ssrdx = Pr N 

dr — *7 log. nat. X, 





—* sin.x = — cos. x, 
in cos. x == sin.x, 


ds 
— == tang.Xx, 
cos.? 3 


fa dx = a, 
Ing.nat. a’ 


— == e*, wo log. nat. e=1ı, 
U arc.sin. mE = —_. arc. Cos bx 
SF= = b a b > . a 4 
ı bx 1 bx 
= = sb arc. tang. —- — — sb arc. Cotang. T/ 


aus welchen fi) ohne Mühe noch mehrere andere Ausdrüde zuſammen 
ſetzen laſſen. So ift z. B. 





1 1 | 
tg (ı+x) + s(1— 1)’ 
alfo ift auch 
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i—ı’ 
und daher nach dem Dorbergeienden, 
=: 2 log. (1 +x) — : log. God)=: log. . *— u. f. 
” I. Eben fo hat man, wie ſchon für ſich klar iſt, 
A 
——— 
ſ(G bx)ydx = ars (a + br, 
dx _ 1 
(a + bx)» — — (m—ı)b(a + bs)m—ı 


bxe)etı 
farbr)” . x "dr = rd 


Sn diefen Ausdrüden ift die veränderliche Größe außer den Klam⸗ 
mern das vollftändige Differential derjenigen in den Klammern. So 
ift in dem letzten Beyſpiele x" dx bi6 auf die conſtante Größe das 
Differential von x. Man vereinfacht diefe Aysdrüde, wenn man 
a--bx oder a +bxr gleich. einer einfachen veränderlihen Größe 
g ſetzt. | 


$. 137. (Anwendung auf Binomialformeln.) &ept man 
in den beyden vorhergehenden engen 


dz : 
— arc.sin.x und | —— == arc.tang.x 


Yı — x? Fr x? 
fatt x die Größe x Y— 1, fo erhält man 


dr I) . 
= - „ arc.sın, X Vv— 1 




















Vi +xr? Vv- 1 
und | 
[== — . arc. tang. X y—ı. 
Es ift aber ($. 68) 
am— — log. (cos. a— yV—ı . sin.a). 


Sept man alfo xV—ı==sin. a, fo ift aud) Yı-tx?=cos.a, 
und daher 


arc. sin.xy—ı = — 7 log. @«+Vırz) 
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alfo auch die erfle Ju Gleichungen 


= log. («+ Vı+r°). 





— 
Eben ſo war 3 


14VAi. ange 
va og. 2—VTTI. tang.a” 


alfo auch, wenn targ.a = — x VY— ı ill, 
ta ur _ı—=—. — log. 
arc.tang / ı — g 
und daher die zweyte jener Gleichungen | 
dx- fi tz 
f; — ı? 2 log. vo x’ 
wie im 6.136, 1. 
. 1. ®ir haben ſonach die Jautegrale 


dx dx dx N 
SF FE Vırı um [>= 


Sept man in ihnen x —F hart x, ſo erhält man folgende vier 
Ausdrüde, | 


dx — 1 | . iv 
Ira * v5 arc, ‚ang. x a. 
S_s- lo atxıyb 
a— br ‚vo 0 
b x? 
— 1 [> > 
Sera; [x VE +V +7 
Vz = Train Ge 


und ſtatt der dritten dieſer Gleichungen kann man auch nehmen 

dz 1 — . 1 
Ver 75 108. [x vb + Va + bx?] — Tb log. Ya 
= * log. [«Vb + Va + bx?], 


da die Eonftante IE log. Va, nad dem Vorhergehenden, ohnehin 
beſonders beſtimmt werden muß. 
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5.138. (Anwendung anf Erinsmialformelä.) Sept man 
in den vorhergehenden vier Gleichungen x-+c flatt x, und fehreibt 
man, nach der Entwiefelung diefed Ausdrucken, | 


Hate a ‚die Größe dee —b 


ge! 
* b.» » co, 
von. 2, 
oo. | 7 
fo erhält man a 
ſ — * — arc. tang. —— 
atrbxıt+cıt Viac— bi 5 — 
dx _ | I - 1 b+3cx— Vb—4ac 
Besser: — Vr-iae 5 btacxt-Vbr—gac 


dx ı 
Fass = K77 log. [b+acx + aYc(a+bxtex)], 
d 1 0, acı—b - 
— — —. aearc.sin. — 
Ser . ve VY4ac-b? 

Bon den beyden erſten diefer Formeln wird man die erfte ‚oder 
die zweyte nehmen, wenn 4 ac —.b* pofitiv oder. negativ ift, um 
imaginäre Ausdrüde zu vermeiden: IR aber 4 ac=b?, fo wird 
für diefen befondern Sal a+-bx + ex’ = (Va + x Ve)?, und 
daher das algebraifche Integral in 


dx — 8 1 
=: ven — ex + vac 
Sept man über in den beyden letzten Diefer vier Formeln — - 


flatt x, alfo auch = flatt dx, und verwechfelt man die Buchftaben 


a,b, c mit c, —b, a, fo erhält man die Formeln 


dd — log. 2 Ya. Va+bx+exi— sa—bz 
—— “ x ' 
bı—aa 
Va arcl. .. —)t 
— = m· FFF 


JA in dieſen Ausdrücken ano, fo hat man dad algebraifche 
Integral 
(— — _3 — 
‚Js — DT 
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I. Iſt dee Kürze wegen X a + bx + cx!, fo hat man über: 
haupt, wie man fich ſogleid durch Differentiation uͤberzeugen kann, 
dx 1 x? b dx 
Fr Gum 08 x 2a x 


—— —* x_ >» —A 


fo daß man alſo f& * und pet — findet, da man fS — bereitd aus 
dem Vorhergehenden Fennt. 

II. Eben fo ift auch 
dı _  b-acx a(an — 3)c dx 


und 





““ (a-ı) Ges a T ae) Ga) ) gem 


de 00a bo pidx 
SF as(n— ı)cX""" 20 J a! 
und durch dieſe beyden Ausdräüde wird man, da man bereit [z 
kennt / auch und S% — finden, wenn man n==2 ſetzt, und 





dann eben fo — und IE wenn man 13 fest u: ſ. w. 
"Auf diefe Weiſe echdie man 5 B. | 
(A + Bx)d ae: — Bb) 
| Fe = — log. X + 7 (I , 
(A + Bı) dx _ F 4 acx) — ( e — b2) 
J x“ — ala = alas ee 





sA(sn—3)c 

+ Gar Gac—b) =J° Sr 

III. Das vorzüglichfte Geſchaͤft der Integralrechnung, fo fern ſie 

fih auf Differential» Ausdrüde einer einzigen veränderlichen Größe be: 

giebt, beſteht, wie man fchon aus dem biöher Gefagten fieht, in der 

Zurüdführung jedes folchen gegebenen Ausdruckes auf jene urfpräng: 

lichen, die fchon unmittelbar aus der Differentialrechnung durd) bloße 

Neverfion folgen, oder überhaupt auf der Reduktion des gegebenen 

Ausdrudes auf einfachere, wie fie im 6. 136, I. zuſammen geftelt 
worden find. 

Diefen Zweck erreicht man im Allgemeinen auf drey verſchiede: 

nen Wegen. I. Durdy Zerlegung ded gegebenen Differentiald, in 
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Partialbrüche, wie wir fogleich im Kap. XX fehen werden. II. Durch 
Einführung anderer veränderlihen Größen, alfo duch Subflitution, 
wie Kap. XXI u.f. Endlich III. durch Anwendung gewiffer Sormeln- 
involutorifcher Art, mit deren Hülfe ein vorgelegted Integral unmit- 
telbar auf ein einfachered, und dieſes wieder auf ein einfacheres u. f. 
gebracht wisd, ‚wovon wir im Kap. XXII. u. f. mehrere Bepfpiele fin» 
den werden. Diefe legten Mittel, die fruchtbarften von allen, bezie⸗ 
ben fi) beynahe durchaus auf die fogenannte theilweif e Integra⸗ 
tion. Iſt nämlich u fowohl ald » irgend eine Zunftion von x, fo 
bat man ($. .7) 
d.urdeud» + vdu, 
alfo ift auch, wenn man von jedem Gliede dieſes Ausdruckes das > Su 
tegral nimmt, | un i 
— fad- = ur — fvdu. 

Iſt daher von den beyden Integralen fud» oder 1 —* das 
eine bereits aus dem Vorhergehenden bekannt, ſo iſt durch dieſe Glei⸗ 
chung ſofort auch das andere gegeben. 

: Um dieß durch ein Weyſpiel zu erläutern, fey dad Integral 


d 
ne Kr ar zu ſuchen. rn 
Nimmt‘ man die Größen u und » ſo daß man hat um!x. 


xd ! 
und dv — Ba , alfo auh » — —— , fo gibt die vorher: 


gehende Gleichung 
if dx 
IE) 27 f Im 


„„ haben wir fchon oben gleich 
log. —— = gefunden, alfo ift n das gefuchte Integral 


x?2dx 
_- Kan =: log.- 


RR EN LES GEH UI HL?,e 


Allein das Integral 
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Integration der rationellen Funktionen. 


$. 139. Gerlegang gebrochener rationaler Aunktionen 
in ihre binomiſchen Partialbrüche.) Wenn in dem Integrale 
 fXdx die Größe X eine ganze oder auch eine gebrochene rationale 
Funktion von x ift, fo läßt fich ein folches Integral immer auf die 
Form 


R d 
fta+ bx)rdx Oder Feen 


zurücführen, und da diefe Integrale fchon oben ($. 136, D gegeben 
find, fo kann auch die Integration der rationellen Funktionen als ge: 
geben dngefehen werden, 


Sey naͤmlich y= —dx und X ſowohl als aud X’ eine 
ganze rationelle Zunftion von x. Don fann diefen Bruch Zi immer 


fo annehmen, daß die höchſte Potenz von.x im. Zähler Heiner ift, als 
im Nenner, da, wenn dieſes nicht flatt haben follte, die Divifion von 
X dur X’ fofort einen anderen Bruch geben wird, welcher die ange: 
führte Cigenfchaft hat. Wäre z. B. 


= [Zr 
gegeben, fo erhält man durch Divifion 
y-/fsdı+ 
wo der erfle Theil. fxdx = !x! fi * $. 186 integriren läßt. 
Einen ſolchen vruch — —, alfo vorausgeſetzt, zerlege man den 


Nenner desſelben in feine einfaden Saftoren 


a+bx, a bex, a’ + bVx... 
und unterfcheide dann folgende Säle 
I. Wenn alle diefe Baftoren unter ſich ungleich find, fo fege 





1 
—dx, 





x A A‘ A" 
ver tr team tr 
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wo A, A', Au ... conftante Größen find, die fich duch Verglei⸗ 
dung der 5* Formen des Bruches auf die betaunte Weiſe beſin. 
men laſſen. 


Ex &yy= er — — dx gegeben, fo hat man | | 
22 +1 er 'B' c 


med 


3—vı—6 ı-ı +37; +3’ " 
woraus man fofort findet A=—:, Ba ı und C=a:, fo daß man. 


daher hat 





® dx 8 
‚=-:) u, tj mt: 
oder 
ı—d 


‚= log. (x-+ 2) . Ver“ 
II. Wenn der Nenner X‘ des Bruches I 2, mehrere .B.n ‚gleiche 


Baftoren von der Form a+-bx und berbieh die unter ſich ungleichen 
Baftoren hat, 


«+ ßx, a + Pix, at + Pix..., 
fo wird man annehmen | 
X A | a A“ A- 
Ya + ta + bxjn—ı tg + bı)n—ı ++ #770 a+ bı 
B | 
tamtoymtagm tt 


wo dann die Größen A, A’... und B, B’... wie zuvor beflimmt 
werden. 


dx 
Ex. Sey y — — 775 fo hat man 
1 A B C 


3-32 + x + («+ ı)? + x+1 * x’ 
woraus folgt A=B=—ı und Oi, alfo ift “- 


- fern - ft? 


. En x 
‚- m tr!8 77 


der 
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$. 140. Gerlegung gebroshener rationeller Funktionen 
in trinomifche Partialbrüche.) Unter den einfachen binomiſchen 
Saftoren, die wir im $. 139 betrachtet haben, wird es öfter imaginäre 
Größen geben. Diefe.zu vermeiden, wird man daher je zwey der ji 
fammen gehörenden binomifchen Faktoren diefer Art durch einen einzeb 
nen trinomifchen Faktor darftellen, der, wie befannt, immer eine 
reelle Form hat. 

Sat alfo der Menner X’ des Bruches * die unter ſich unglei⸗ 
chen trinomiſchen Faktoren 

a+brtcr, A +- br tet... 
fo wird man aunehmen 
x A Bx A B’ x 
y- — —* * — — re. 

Saat aber der Nenner dieſes Bruches mehrere z. B. n gleide 
Saftoren der Form a + bx + cr, und überdieß die unter ſich un 
gleichen Faktoren 

«at+Pßx ty, at ßı tr... 
fo wird man annehmen 
x A+Bx 


A'LB’x ABXx 


— Target 
An—ı -Bo—ıx C+Dı C+D'x 


‚+ a-bxı-tcx? Ffm FarIpsrymat" 


und durch diefes Verfahren wird man das Integral y= $£ „dx ar] 
die Form bringen 


(A + Br) dx oder HRS (A +-Bı)dx 
a, bxı + cx? (a (a + bx + cıym’ 


die wir ſchon oben ($. 138, II) gegeben haben. 


(—ı?) dx 
Ex. = (Sn 5 gegeben, fo bat man 
2—ı? — 4 B Cx 
— — treu 


Dieß gib A=B=; md O — 3, alſo iſt auch 
——3 1— 3x) dx 
J +: 2 me 
y=tlog(x—ı) — zlog.Vx’ —4x-$5 — }are.sang. (x— 3) 


IE N RE TE ET 
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J xXL. 0.00 
Reduftion der irrationalen Binomial- 
formeln auf rätionale, 


$. 141. (Wenn X bloß; eine Art von irrationalen Binom 
enthalt.) Wenn in dem Ausdrude dy = Xdx die Groͤße bloß 
die irrationalen Größen 


(> (+3), cz 
u), fe + 8% +87 
enthält, fo ſetze man 
'at+rbı — ga 
f + gx zup „eo ⸗ 
wodurch man, wenn mnp ... et iſt, erhält 
t⸗1 
4— — tkfo-ad-: a 
(b — gr’)? 
fo daß alfo dy rational wird und nach Kap. XX integrirt werden 
kann. 








$. 142. (Die Größe x" dx x abe} rational machen.) 
Der Auddrud | 
dy=xı"rdı (a+ bx>)s 
äßt fich in folgeriden Bällen rational machen. 
I. Wenn — eine ganze Zahl bezeichnet, wie für ſich klar if. 


1. Wenn — rt 


— 


eine ganze Zahl iſt. Denn ſetzt man — 
a + be = z', | 
’ wird "mt 


u _" ern a). 7 
dy = —y 12 . ( b ) dz. 
Ex St ar - —= ı’dx Vi, fo findet man 


y=i (nn) —; (2). 
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II Wenn at + 2 eine ganze Zahl iſt. Denn der „eg 
bene Ausdrud von dy fann aud) fo geſchrieben werden 





* 
Ayaxtı(btaxı)idr, 
ap 
m+ = +1 
und diefer ift, nach II, rational, wenn ri = + + 


eine ganze Zahl iſt. . 
Er Iſt dy — ar fo findet man 


ZIEPIGDELIG 


$. 143. (Andere Gröfen rational machen, Wenn i 
dem Ausdrude 
dy=X.dx 


die Größe X bloß die irrationale Größe Va+bx + ex? enthält, 


ann man dy rational machen, wenn man annimmt 


Vatbı+tcet=Vatız 
Vatbı +ter=ıyc+z 


1. Um auch den tranfcendenten Ausdrud 
dx 
SH bco.s 
auf eine rationale Form zu bringen, ſey co.x = ı — = sin, 


fo it 


oder 


dy= 


2. in d 
gg mx —— und daher dx— * 
Wir haben demnach 
24 


ay 
dieſer Ausdrud laͤßt ſich nach den in $.137 angeführten Form 
zriren. Man finder” 


a>b y—= 


u b+a ” 
arc. cos, P FR 


1 
Van "Stbeo.ı’ 
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irda”‘ h — ı o b-acos.x-+sin.x. v b? — a? 
ni < Vb’— a: log. a 4b cos. x 
frra=b „= =: f; dx — - tang.!x. 
ı-cos. x a » 
Daraus folgt auch fofort das Integral — —, wenn 


(a-+-beos. x)m 
m eine ganze pofitive Zahl ift. 


NN NT NT N NT 5 


XXIIL.- 


Keduftion algebraifcher Ausdrüde auf 
einfachere Formen. 


$. 144. (Reduktion der wrohe xdx (a 4 Pxe)r. Gey 
der Ausdrud gegeben 


dy=x"dı (a + Dan? 
wo m, n und p willfürlidye ganze oder gebrochene, poſ tive oder ne⸗ 
gative Zahlen bezeichnen. 
Setzen wir der Kürze wegen 
\ a t-bro X und th V=T, 
fo iſt 


aU = (m-F ı)ır , X’dx + pxırt: . XFTAX 
oder 
dU — (m+ am. xX’dx + npbır . X"dx ... (ı). 
Serner ijt 
Vox" ,(a+ bee), 
alfo auch, wenn man diefen Werth von X? in (1) fubftituirt, 
= (m + ı) ax= . X’”"dx | | ‘ 
+ (m + ı + np) bir. X "dx... (2). 
Endlich it br = X — a, alſo auch die Gleichung (ı) 
dU —=(m-+ı-Lnp) sw, X’dx—npaxr , X'dx... (3). 
Integrirt man die einzelnen Glieder diefer Sleichungen (1, 2, 3) 


nach der Ordnung, ſo hat man aus (1) 
Littrows Anl. 4 höh. Math. ig 
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K-Xdx= I, ar fr+. xP"'dx, 

fehx is = — ab fa" X’dx, 

und aus (>) 

fel'i- —— — at pen, xP-dr, 
fer ae er X ir, 


und endlich aus (3) 
xmtı , XP npa 


erde m target dr 
— ım+ı XP m+ ı n 


Sept man in der zweyten und vierten diefer ſechs Gleichungen 
m—n flat m und p + ı flatt p, und in der dritten und fechöten 
derfelben bloß p—+ ı flatt p, fo erhält man 


xmtı . XP npb 





fe MPdı= — "an +. xdz ... (1) 

faX’dx = u — — ſx⸗-⸗Xxre d x... (II) 
ſæxtax = ch N ehe fret.X’dx... (II) 
füXix = m et one fr .X’dx.. (IV) 
fexfix— + fr Kar... (m) 


⁊ 
———— ___ xt. xt (m+n+np+!) ». weh 
fe. X dı= an(p-rı) 4 an(p-) Sr .2 dx...) 


wo immer X=a-+ bx® ill. 

Diefe ſechs Gleichungen find fehr nüglih, um dad Integral 

| y= fır(a-+ bx)'dx | 
auf einfachere und ſchon aus dem Worhergehenden befannte Integrale 
zurüd zu führen. 

en der Bleihung (1.) wird der Erponent p von X” um die 
Einheit vermindert, aber dabey der Erponent m der Größe xv um 
die Größe n vermehrt, oder dad Integral 


f 
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S-X’dx wirdauf fat. XPT'dx 


gebracht. Sept man dann, in derfelben Gleichung (I.), flatt m und _ 
p die Größe m + n und p — ı, fo wird dadurch daß Integral 


ſxxdx ‚auf fat. XF*dx 


gebracht, und wenn man in (1.) flatt m und p die Größe m-- 2n 
and p — 5 fept, fo wird dadurch das Integral 
fı"Xdx auf St. xXP>®dx 
gebracht, und fo kann man fortfahren, bis man zu einem legten Intes 
gral der Form 
[te . xX’”dx 
koͤmmt, das man bereitd aus dem Vorhergehenden integriren Fann, 
wodurch alfo auch die Größe 
fx" . X?dx 
ſelbſt integrirt feyn wird. 

Ühnliche Bemerkungen gelten auch für die übrigen fünf Gleichun- 
gen. In der Gleichung (II.) z. B. wird der Exponent von X immer 
um die Einheit vermehrt und der von x und n vermindert, daher 
diefe Formel gut auwendbar ift, wenn p negativ und m pofitio iſt. 
In den Oleihungen (III) und (1V.) bleibt im Gegentheile der Expo⸗ 
nent von X ungeändert, während der von x vermehrt oder vermins 
dert wird. In den Öleichungen (V.) und (VI.) endlich wird der Ex⸗ 
ponent von X ftetö um die Einheit vermindert oder vermehrt, waͤh⸗ 
rend der Erponent von x ganz ungeändert bleibt. 

Bir wollen auf diefe wichtigen Bormeln einige Beyſpiele anwens 
kn, um den Gebrauch derfelben deutlicher zu machen. 


$. 145: (Benfpiele zu den vorhergehenden fechs &lei- 
thungen.) ey dy — x6. (1 —88 x gegeben. 
Hier iſt alſo 


m=—b, 23, a=—bısı und p=: 
endet man darauf die Gleichung (I.) an, fo hat man 


) Ce a 
ya; hi. X’dx, 


ig * 
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Sept man in derfelben Gleichung (L)m=> —4 und p=, 
während a, b und n wie zuvor bleiben, fo iſt 


H x 
i.Xdı= — ;„. — fr. Tdr 





Sept man endlid in (.) m = — 2 md p=}, fo iſt 
pm.Kı=-— IX. dx. 
Subflituirt man diefe Ausdrüde in einander, fo erhält man 
— x x x dx 
= 615 33 ı I IvxX 
Auf diefe Weiſe iſt alfo das gegebene Integral auf das einfache 
dı dx _. | 
yYx — V ⸗— = SID. X 


zurückgebracht, nud man hat deher 
y=/fr'(— 2) dx 


— _ 1 Km! — arc.sin.x 
1. Benfpiel zu der Gleichung II. | 
Sey dy = xt (1 +x!)?dx gegeben. Gept man in de 
Gleichung (II.) | 
s=b=ı, n=2 und m — 4, = — 3, 
fo erhält man 
S*- x’daxma —:0X" if. XN de 
Iſt dann m — 2, p=— 3, fo hat man eben fo 


fe.X de —ir.X7 +5 : (I, 
und da = = arc.tang.x ift, fo hat man 
y= fr (ı +22) "dx 


x3 3x 
Kor Bay T Fr ara tang.x 
Eben fo findet man nad) der Gleichung (IV.) 


xadı 


— = 7 (+2) Vı-+x! +5 arc.sin,X, 





a 
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und nach der Gleichung (V.), wenn man n = 2 und m= 0 ſetzt, 
fiäxVYa--bxr = ıxvVat bx? +2 5108. Bvp+ va? wer] 


und 


—— b 
ſdx Va -bx —=:xVa— bu 4 are. ain. x xXV. 





vb 


$. 146. (Allgemeines Beytpiel zu den vorhergehenden 


ſechs ©leichungen.) Nüglicher noch ift es, ſtatt den einzelnen 
Beyſpielen, wie fie der $.145 enthält, ganze zufammengehörende Sat: 
tangen von Formeln wenigftend bis auf eine gewiſſe Graͤnze zu ent: 
wideln, um fie dann bey vorfommenden Sällen anwenden zu Fönuen. 

Ein folcher Ausdrud ift der folgende 

ımdı 
vı— 

wo m nach der Ordnung die natürlichen Sahlen 1, 2, 3... be⸗ 
zeichnet. 

Setzt man in der Gleichung (IV.) a= — b= =ı, n=3 un 
p=—:, fo erhält man 


f dx _ xım—ı Yı—z? 4 m—ı f(Pın-ıdı 
Yıı m m Vı za 

Sept man in diefem Ausdrude zuerſt m=ı, 3, 5,7... 
und bemerft, daß 














—* = — vr⸗ und [= = arc, sin. x 
it, fo findet man 
= +3 ) J 


x5s.dx x⸗ 2.2.4 
VE st B Br TV, 


-6* a) VIE 
uff. 


Setzt man dann in demfelben Außdrude m=2.4.6..., 
fo erhält man 


12dx — 
= — xV; arc. sin. x, 
5 1—ı? 
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xtdı _ _ (+ Zr) Vı— re + * are. sin. a, 
södx 1.3.5 — 2 
— -(G ++) J— 
+ — - arc.sin.x uf. f. 


Eben fo wird man den Werth von 
dx 
sayı — ı2 
frm=ı, 2,3... beftimmen, wenn man in der Gleichung (MI) 
, a=—b=ı, p=—: und m negativ ſetzt, wodurd man erhält: 
dx yı x m — 2 dx 
ımyYı — 3 ou (m — ı) zaı + m— ı 


Sept man dann in den fo erhaltenen Ausdrüden. 











U) 
r — x 


x = “ dx — — = fo wird 





= — arc, ein. =, 


el Pre 
wodurd man alfo aud) die Werthe von 
.dx’ 
— — 
für ma ıı, 3,3... erhält. 
Das Vorbergehende wird Binreichen, die am Ende diefer Schrift 
gefammelten Integralformeln Nr. J., II. und III. zu erläutern. 


— 


XXIII. 
Reduktion des Ausdrucks 
Sx® (a+bx+tcxr.dx 
auf einfachere Formen, 





} 





$. 147. (Das Integral dx (a +bx + cx'r anf 
/dx(a+bx + ex’)?! zurückzuführen.) &ept man in den 


S. 148. 205 


vorhergehenden Gleichungen (V) des S. 144 die Größe mo und 
n=z und x—=c+x, fo erhält man | 


fla+b(e+x)'Ppdx = ern tber m] 


sp+ı 
+ gSerretntae 
Seht man aber in diefem Ausdrude, wie oben $. 138, 
flatt a die Größe wo, 
» b ve» C, 
b 
. » c » » Frü | 


fo geht a--b(e-+x)* über in a—-bx-Fex!, und man erhält fofort 
(b ) b 2)? 
für (a4 bx ip ont = CF OFF 
(4ac — b? 
+ —— fa +bx + exg-dx. 
Ganz auf diefelbe Weife erhält man auch aus der Gleichung (VI), 
wenn man überdieß p negativ fept, 


dı — b 26x 
(+bx+ cz)? p—ı) dgace—b)(a+bx ren)" 
+ ac(2p— 3) dx 


(p—ı) (dac — b?) (a 4 hx ec)" 
Durch diefe Ausdruͤcke wird man alfo auch das Integral 
faxVa +pbx + 0x! 


auf dad fchon in $.138 gegebene Integral 


f dx 
Va+rbıtce 
gurüdführen. 

$. 148. (@rinomifche Integrale auf binomifche bringen.) 
Da fi) dad Trinom a + PBx + yx? aufdas Binom a-+ bz* zuruͤck⸗ 
bringen laͤßt, wenn man x=z ur fegt, wo dann a=a — * 
und 67 wird, fo hat man | 


Ss-dx(a +ßBx+yY)r = (— 1)" f#-:) .(a-+-bzt)r..dz. 
Iſt aber m eine ganze pofitive Zahl, fo laͤßt ſich das Binom 
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(=—-:) in eine endliche Anzahl Glieder entwideln, und man | 


wird dann eine eben fo große Anzahl von Integralen der Form 
fz’.(a + bz')rdz 
erhalten ‚ die man nach dem Vorhergehenden ($. 144) angeben fann. 





dx dı dx “ 
$. 149. (Mas Integral f; mg auf | * brin⸗ 
gen.) Sept man auch hier, der Kürze wegen, XSza pbx-Pex?, 
und differentiirt man die Größe x®-'X, fo erhält man 


d.w-x: — (m— ı)ım—ı Xdx sn-ı(b-2cx)dx 








yX 2 X oder 
.. alm—ı) nz m emındı 
d.xm-ı X’ — Zr xn-1 dx - ———— ), 'dx-+ — 


alfo auch, wenn man vor jedes dieſer Stieder das Sntegralzeichen f 
fegt, da 


fa.ı-ıx* — g-ıy ift, 


vXx cm acm yx cm vX 


(7 ım-ı X® b(am—ı) Pxıa—ıdı a(m— ı) m—dı 


Seht man in diefem Ausdrud m ftatt 2 — m, fo erhält man 





dx VX b(am —3) dı 
[= vxX 7” a(lm— ı)ım-ı — 2a (m — 1) Jxa-ı VX 
__ c(m— 2) dx 


a (m — ) Jxm—ı yX * 


I. Um eben fo das Integral [s"dxyYX auf ſxdxVX um 





fAxVX zu bringen, differentiirt man das Produft x=—: x, fo Bat 


man 
ds x* = (m— ı)x=—X*dx + !ge-1(b-+-acz)X"dx, 
woraus, wie zuvor, folgt: 
.m — n-ı X" b6am- ı) un 
ra K a Temp dev 
" a(m— 
— ompasardavz, 
wo X=a- bx- cx? if. 


Das Vorhergehende genügt, die Sormeln der Nr. IV. der er 
wähnten Tafel zu erflären. 
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$. 150. (Integral der Form [xıdx (ax Px)r.) Da 
ich diefes Integral auch fo darftellen läßt: 
fsıtrrdx(a + br, 
ſo fege man q+- rp=m und s—r=n, Wodurd man wieder die 


Korm 

fx"dx (a 4 bx")P 
hält, die wir fhon oben (Kap. XXII.) behandelt Haben, fo daß fich 
aus den dort ($. 144) gegebenen Ausdrüden auch leicht die folgenden 
Reductiondformeln ableiten laffen, wo der Kürze wegen 


X = aax — x? geſetzt wurde, 
sadı sm—ı X (m—ı)a fse—ıdz _ 
VX — ım * m f VX 
dx .. vX j (m — ı) dx 
7 — — (.m—ı)axm + N Ser u. ſ. w. 
M. ſ. die am Ende beygefügte Tafel Nr. III. 





— — — — P 
a)« (1+ ba" .) Inte 
grale dieſer Form laſſen ſich durch Zerlegung des Ausdrucks 


$. 151. (Integrale der Sorm ſg 7 


1 
(x + 339= (2 
in feine Partialbrüche, nad $. 3 und 140, anf die bereits früher 
betrachteten Auddruͤcke 


ımdx der ındı 
(a + x)P ober. (+bxr + cz) 


» 2 — — — 
zurückführen. Iſt z. B. dy *5 (x+b) 





gegeben, fo findet man 


ı RE ı ı 
SIaars5 = b=-a' x+ta b-a'x+b’ 
alfo it auch 


yon 
I =x-—alog(x-ta), und eben fo 
| f = x — blog. «+ b) ift, fo hat man 
P — = [b log. (x-+b) — a log. (x+)]. 
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Iſt in einem zweyten Benfpiele 
dx 
years ıdarı) , 


gegeben, fo fee man nad) ‘. 139 und 140, 


ı A+Bx + C 
-Aaraırb xt ec’ 


J (140) 


1 1 
, B=— — und ==, wo me=c?—ac--b if | 








Dieß gibe daher 
c—a dx 1 xdı 

= — a -: rasrsto > 
Da aber 





[= = 18. («--c) un 
—— = 106 — 





 -ax-+b 
ist, fo hat man aud) 
e— a _a+r9_ 
= c—ac+tb —— If 7, + _ 70: a Lasıb ”paxyb 
wo das Integral 
dx 
2 —- az + b 


ſchon in $. 138 gegeben ift. | 
Auf diefe Weife wird man die Sormeln der Nr. V. der erwähnten 


Zabelle erläutern. 





— 


XXIV. 
Integration der trigonometriſchen und 
logarithmiſchen Differentialausdrücke. 


| $. 150. (Integrale [dx sin.”x cos”’x, /dx sin.x, 
[dx cos.”x.) Gebt man in den ſechs Gleichungen des $. 144 | 
die Größe +(n—ı), 


flatt p 
> n v 2, 
samm—b >» > 1, - 
» sin. x, 


x » 
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fo erhält man fofort die ſechs erfien Formeln der Her. VI. der angehaͤng⸗ 
ten Zafel. Diefe Formeln führen, wenn m und n ganze Zahlen find, 
das gegebene Integral 
f dx sin.”x cos.x, 
zulege auf die einfachen Bormeln zurüd: | 
fdx sin.x = — co.x, 
fix co.x = sin. x, 


dx — log. tang. - 
en == Jog. tan. , 


10. X 


sen = log. tang.x und 
[dx tang. x = — log. cos. x. 
I. Ausdrüde der Form 
-dx sin.”x und dx cos.”x 
Taffen fich fofort integriren, wenn man flatt sin.©x und cos.=x die 
oben ($.49) gegebenen Werthe diefer Größen in Sinus und Cofinus 
der vielfachen Winfel x verwandelt. 
JR 5.8. dydxsin.’x gegeben, fo hat man 
sin’x = !sin.x — }sin.3x, alfo aud 
y=-— co. 2 2 con 3x. 
IL Eben fo wird man 
dy = fdx sin. mx cos. nx 
integriren, wenn man nach einem befannten Ausdrud ſetzt: 
sin.mx cos.nx = Zsin.(m-+n)x + Zsin.(m—n)x, 


$. 153. (Integrale [X (log.x)* . dx.) Da dad Produft ur 

vom zwey veränderlichen Größen u und » das Differential gibt: 
d.uy = ud» + vdu, 
fo hat man auch, wenn man von jedem Gliede diefer Ausdrüde das 
Integral nimmt: 
fudvr =uv — fsdu .. . (A), 
woraus folgt, daB in alleh den Fällen, wo eined der beyden 
Integrale. 
fudv oder fvdu 

befannt iſt, auch das andere ald gegeben betrachtet werden kann. Diefe 
fogenannte theilweife Integration, deren wie uns fchon öfter 
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im Vorhergehenden bedient haben, kann befonders. hier mit Nutzen au: 


gewendet werden (vergl. $. 138, III.). 
Iſt der Ausdrud 
y = fX(log.x).dx 


gegeben, wo X irgend eine Funktion von x bezeichnet, fo jege man 


u== (log. æ)) und dv — Xdx, fo wird 
du =n (log. und » = fXär. 
Seht man der Kürze wegen den Ichten Ausdrud 
ſxXdx X 
ſo erhaͤlt man, nach der Gleichung (A) 


FX Gos. xy. dx = X(og. a) — n [= I_(log.x)"-dx.. or 


oder auch, wenn man in diefem Ausdrude ı —ın ſtatt n feßt: 


Xdx —X ı Xdx 
Im x) (n— ı) (log. x)e—ı + n — kr ai 


d.X , 
wo alfo X ir iſt. 


Ex. St X=x"r, fo if 


x (Xdı = set! 


m + ı — 

alſo auch die erſte (a) der vorhergehenden Gleichungen 

x=+ı (log. x)e 
m + ı 





Ss” (log.x)" dx = 


Bett man in diefem Ausdrucke flatt n die Größen n—ı, D—3, 


n—3..., fo erhält man 


a-ı 
— (os. x — 7 er 
n(n— n(n—ı)(n 








fx" (log. xPdr = — 


- (log. x)" 





(b)ı 


+ ne (log. x)"® — ee (log. x)" + .. ] 


eine endliche Reihe, wenn n eine ganze pofitive Zahl iſt. 
Für den befondern Fall m —=— ı hat man 


(log. x)Jadx (log. tt 
en zu +ı 


Eben fo erhält man er die zweyte (b) der vorbergepenben 


Gleichungen 


— m+ı f x® (log. x) dr, 
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ımdı ım+ı 1 —m 1 
(log. x)» = m 17T —-[% z)n—ı * (n — 2) (log. x)2— 
(m + 1)? 
+ (n — 2) (n — 3) (log. x)a—3 + ’ 
auf welchem Wege man endlich zu dem letzten Bliede oder. zu deren 
Integral koͤmmt: : 


(m + 1)2= 1 (= 
(n—ı) (n—2)...8.2.1 J log.x' 
I. Sept man z=x=t', fo wird dieſes Integral 
fa =f | 
log.x , Jlog.z' 
Um das letzte Integral zu finden, hat man, nach dem Vorher⸗ 
gehenden (1.43), 
a: — ı + x log. a + > _ = (log. a)? 5 z (log.a) +: 
Multipliciet man alle Side dieſes —8 durch © * = und 
integrirt diefe Produkte, fo hat man 


a:dx _ (xlog.a)? „, (xlog.a)’ „ (xlog.a)‘ 
f n —log.x-+xlog a+ —— „ale +73. +... 
Iſt nun az, fo iſt 
x log.a=kog.z, dı = 





dz 
z log. a 
log.x = log. (log.z) — log. (log. a). 
Laßt man daher die conftante Größe — log. (log.a) weg, da 
man fie als in der allgemeinen Eonftante C der Integration begriffen 
annehmen fann, die überhaupt jedem Integral (nad) $.135) beygefügt 
werden muß, fo erhält man 
—F = log. (log.z) + log. + —— ; rar nern 


und 


und man nennt diefen Auddrud Se: —— den Segel. » Logarithmus 
don 3, . 


$. 154. (Integral /X a’dx.) Sept man in der Gleihung (A) 
des 6.153 die Größe u—=X und dv=ardz, alfo auch 


du=dX md v = .—. 
0g.a 


ſo erhält man 


[Rardx =. - log. af) ri 
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alfo auch, wenn man in diefem Ausdrude flatt X die Größe () 
febt: 


f& san EI". gas ad, 


log. a log. a 
und eben fo 


ER ad 6* —R 
SG 7) nix — Toga - —[C2). xwf.m 


Subſtituirt nıan diefe Ausdrüde in einander, fo erhält man 
[X»dx = 


ax tr d2X ı dsX | 
log.a [x "og. a a a a)? (5 x? —Tlog.a) (5 x’ ++: ’ | 
Sf nun X eine ſolche Zunftion von x, daß für irgend einen 
Werth von n der Differential: Coefficient (TE ‚, alfo auch alle fol 


genden verfchwinden, fo bricht die vorhergehende Reihe ab. 
Ex. 1. Sf X=x, fo findet man 


ſxe. ardx = 
a r ngu—ı n(n— ı)xı— n(n—ı)...3.2.1” 
Le - log. a + (log. a)? rt..% (log. aye |. 


Ex. II. Iſt aber X= nd fo fege man wieder 


u= a" und »=S, alfo auch 


ya u — —, 1 
(n — ı) a1 


wodurch die Gleichung (A) des $. 163 in folgende übergeht: 
axdx ar log.a fa:dx 


— — 


ın — (a — ı) 223 + (n—ı)) sa 


Behandelt man diefen Ausdrud wie zuvor, indem man m in 
n—ı,n0—2,n—3... übergehen läßt, fo findet man | 
ardx _ am x log.a ‚_(xlog. a)? _ | 
za = (n — ı) xa—ı |: * n — 2 * (in — 2 (n — 3) | 


(x Tog. a)3 ____(zlog. a) 
* (a — 2) (a —d)(n—4 * 7 (a —3) (a —3)...3. = 


(log. a)e—: asıd 
———— x 








. $. 155. 303 

Wir kommen daher hier in dem letzten Gliede der Entwicklung 

auf das Integral f =, oder auf den bereits oben ($.153, I) ans 
geführten Integrals Cogarithmus, da man, wenn man a — z feßt, 


erhält: 
azdx — dz 
f x 2. 


Über die vorhergehenden Integrale ſ. m. die Ne. VI. der anger 
bängten Zabelle. 


III LIE IL DIN PAS IL ILL PAIR 


XXV. 
Sntegration durch Reiben. 


“ 





$. :55. (Integral [= — — durch eine Reihe.) Wenn alle 


vorhergehenden Verſuche, ein vorgelegtes Differential auf einen ein⸗ 
facheren Ausdrud , deſſen Integral man bereit Fennt, zurüchzuführen, 
nicht zum Zwecke führen, fo bleibe nichts mehr übrig, ald das gegebene 
Differential dur Entwicklung desfelben in eine Reihe aufzulöfen, und 
dann die Glieder desfelben einzeln zu integriren. Daß die fo erhaltenen _ 
Reihen zur Ausübung nur brauchbar find, wenn fie convergiren, iſt 
für fi Mar. 


Wäre z. B. dy = sachen, fo würde man, wenn auch 


das geſuchte Integral y==a arc. tang. = noch nicht befannt wäre, 
durch die Divifion der Einheit durh a? —+-x? erhalten: | 


s2dx xsdx 


y=dı a? +... 
wo dann die Integration der einzelnen Glieder gibt : 





. 13 17 
7 7—2*2* 


78° 
wenn man annimmt, daß x mit y zugleich verfchwindet, oder daß die 
Eonftante der Integration ($. 135) gleih Null if. Dieß ift aber ders 


felbe Ausdruck, welden wir oben ($.46) für a arc. tang, - erhalten 
haben. 
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Iſt dya —— mdx gegeben, fo findet man 





an an -ın xn 
ym xm xm-Fa xu--3n 
Om Tmt+ — —-24 oder auch 
— — wm _, göäym—ın so „m—dn __ . 
— = x aux -- ax .. 
und daher nt tot Fant 
ym-tı x De ımn--1n 1 
entweder 1*5 —" (mfn-+ ı)arm (m + 2n + ı)ade 
ober _.  zm-atı an, gm—an--ı ara, xm-dcHı 


| m—-n+ı m-antı m-3n+tı 
Iſt x fehr klein, fo convergirt die erfte diefer Neihen, und die 
zweyte wenn x ſehr groß iſt. 


$. 156. (Integral y = /xrdk (a4 bar)" .) Bir haben 
bereit oben ($.142 und 144) die Fälle angegeben, in weldyen fid 
diefer Ausdruck integriren läßt. Kür alle anderen Fälle wird man ihn 
Daher in Reihen entwickeln. | 

Es ift aber, nad) Newtons Binom 


el 7 
a “[ +2 hm re, br mh... |; 


a8 
oder auch 


(a+ bx=)* = * 6 + ax" 
_ BRIr Hit +. E mh, ] 
fo daß man daher hat: 


—_.[:t ,rb untatı r(r—) bo zemtohı 
= IF smart a2 gr imtapı t° | 








r 


rn +s(m-+ ı) Fromm — 5 


r(r—s) a2 xt—ın 
+ 28 BTarsmamnınt -] 


wt=m+ı+t — ift, und wo die erfte Reihe nach den fleigenden, 
die zweyte aber nach den fallenden Potenzen von x fortgeht. 





$. 157. (Integral y =/dx vr) Da 
Vı-_et—=ı —L!ex — ge — —— — ... 


2.4.6 .; 
fo findet man fofort j 


—E dx — ei x?dx ’ zdr a. ei dx 


Yı=a ° Wiza 24 Jar 
Allein diefe Integrale find bereitd oben ($. 146) gefunden worden. 
Subflituirt man fie daher in der gegenwärtigen Reihe, fo erhält man 


y= arc. sin.x H te?[!xVı—x® — Zarc. sin. x] 
1.0 *4 1.3 1.3 
2.4 7* 43“(34 2.4 x) 1—x' Kur; arc.sin.x | 
1.1: 2. 24 1, = 1.8.6 
2.4.6” [G+ »475 —RXR 
— arc,. sin, x ] + .. 


und diefe Neihe convergirt, wenn e fehr Hein iſt. 
1. Eben fo findet man 








dx ı dx 1 xdx 
— — *55 — — __I— — 
Vo-»)ar» Vı x zaya — x 
1.3 »2dx 
* 7577 une 


ı — x? 


$. 158. (Bernoulli’s und Taylor’s Reihen.) Wenn man in 
der Gleichung (A) des $. 153, das heißt, wenn man in der Gleichung 
fudv = u» — fvdu feßt: 
u=X nd v=x, fo erhält man 


fix = Xx — (zZ 
Diefelbe Gleichung (A) gibt aber, wenn 
= (7 ud v=:zt if: 
dX x2 
S: (7): ="6 — — 2 (x: (72) ax 
und eben fo, wenn 
um (= ) ud v ji’ ift: 


d2X dsX | 
fx (= 2 dı=7 (=) — 2 (= dx 
L& 
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Sept man dieß fort, und ſubſtituirt dann dieſe Groͤßen in einan⸗ 
der, ſo erhaͤlt man 


dxX ss f@X dsX 
[kiı=Xx— ) 55) - (=) 
welches die gefuchte, von Joh. Ber noulli gegebene Reihe ift, durch 


welche mau jeded Integral der Form [X dx in eine nach den Potenzen 
von.x fortgehende ee entwideln fann. 


' Ex JtX= ‚ alfo aud 











— 


daX\ __ 1 d2X 1.2 
dx -) — — 5 + x)2 ! d =) — (ı + 1) u. f. ' 
fo findet man 





dx x x? 13 
y Hr traten tr ii 
welche Reihe alfo auch gleich log.(ı + x) ift, wie man findet, wenn 
man in dem Ausdrude log. (1) = — x — ! —;r —.. 





| des $. 42 die Größe x in — verwandelt. | 
I. Da die Quotienten (7): (2): ... öfter eine unbequeme 


. Geſtalt annehmen, fo kann man die Größe X von einer anderen c ab⸗ 
hängen laſſen ‚ die ſelbſt wieder eine Funktion x iſt, fo daß man hat 


(6. 30, 1.) 
dX\ __ ydX 
) = (2) @): 
Segen wir überdieß, der Kürze wegen, 
dp=xdw, dp =pdo, dp’ =pdo uf. 
Sey nun wieder in der Gleichung (A) des $. 153 die Größe 
u=Xundv=x, fo erhält man, wie zuvor, 


- (Xdix—=Xx — (2) 34x, 


oder nach unferer eingeführten Bezeichnung 


[Xix = Xx - ((7 —).dR- 


Iſt dann in der Gleichung (A) die Größe 


dX 
= (7) und »=p, 
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fo bat man 


d?X 
[HJ = (& Jet | 
» 
Iſt ferner 
dꝛ x 
= (7) und? dv = dp’ = pduw oder v=p)j 


fo Bat man 


f): vr ( - (2 pr wtf 
[Ay 


Auf diefe Weife erhält man 
dxX d2X ds x 
[Xdx Xx — (7 — (2) — (5). 
welches die von Taylor für das Integral [X dx gegebene Seife ift, 


Er. Sey 
dy — dxXVar — x 
gegeben. Hier iſt alſo 


= Va? — x!, und daher () = — T. 
Seprman daher do —=xdx, » wird man haben 
(IR —_ _! — 
€ u x =) — sel 


dsxX 3 da X 28. 5 u. ſ. 
2) * — —* x7 r" 








Ferner iſt 


pI Jα )xα, 





1 
p 35*, p'=; 5 7* u f., 


ſo daß man daher ſür das geſucht— Integral erhaͤlt: 


1.1 1.1.8 x 


[fxVe-r=Xı+3:7 3575 +3 5.7 yo. 


—EEXXRXXXMRüR 


20 
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XXVI. 


Allgemeine annähernde Methode, ber 
gränzte Integrale zu beſtimmen. 





$. 159. (Gegränzte Integrale) Sey Xdx ein gegebenen 
Differentialausbrud ‚ deilen Integral die Größe 
o+tC 

vorftellen mag, wo C die Conftante der Integration bezeichnet, die, 
nad dem Vorhergehenden ($. 135), jedem Integrale hinzugefügt wer 
den muß. Da diefe Conitante im Allgemeinen unbeftimme ift, und ihr 
Werth erft dann angegeben werden kann, wenn man den Werth des 
Integrals X’ für einen beftimmten Werth .von x fennt (wenn man 
z. B. weiß, daß XA für x=a wird), fo nennt man diefe Inte 
grale unbeſtimmte oder unbegraͤnzte Integrale. 

Hat man z.B. den Differentialausdruck dy=x!dx gegeben, fo 
ift befanntlich das Integral desfelben 

y=;ı1'-+C, 
‚ ein unbeflimmted Integral, da der letzte Ausdrud gilt, wo man 
auh, das x zu zählen, anfangen oder aufhören mag. Nehmes 
wir aber z. B. an, daß wir Diefe Größe x mit dem Werthe x=a 
zu zählen anfangen, und daß für diefen Werth von x die Größe y oder 
das gefuchte Integral gleich Null fey, fo hat man | 
o=za+C, 
und dadurch ift die Conſtante C der Iutegration beftimmt worden, dA 
man hat C=—}a°, fo daß alfo unſer, wenigſtens in feinem Anfange 
beftimmte Integral gleich iſt 
ya; —a’), 

und diefer Ausdrud von y gilt für jeden Werth von x, wie groß odet 
wie Flein man auch denfelben annehmen mag. Er ift daher in Bezie 
bung auf feine Ausdehnung, auf das Ende von der veränderlichen 
Größe x, noch immer unbeflimmt. Will man aber auch diefes End 
von x, oder will man audy die zweyte Graͤnze des Integrald feitfegen; 
und nimmt man 5.8. an, daß Dad Integral mit x==a anfangen, um 
mit x==b enden foll, fo hat man ein an feinen beyden Gränzen be 
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ſtimmtes Integral, und folche Integrale werden begrängte Inte 
grale (Integrales definies) genannt. Man pflegt fie auf folgende 
Art zu bezeichnen: 


„dx =;b’—@), 


indem man dem Integralzeichen f die beyden Werthe von x beyfügt, 
für welchen das Integral anfangen und enden foll. 

Wir haben oben ($. 146) die unbeftinnmten Integrale des Ausdruds 

ımdx 
Yız 
gegeben, wo m die natürlichen Zahlen 1, a, 3... bezeichnet. Sucht 
man aber die begränzten Integrale dieſes Ausdrucks, und zwar zwifchen 
den Graͤnzen x=o und x=ı, fo hat man das unbeflimmte Integral 
y- = = — Yı— x: +6; 
1 — 12 

für s=o wird y=ı, und für x=ı wird y0. Subtrahirt 
man alfo den zweyten diefer Werthe von y von dem erſten ‚po erhält 
man dad begränzte Integral 














xdx — 
ev 5* 
Eben ſo war das unbeſtimmte Integral 
‚== - — !xYı — x? 4 2 arc. sin. x. 
1 — x 


Da aber arc. sin. o=o und arc. ain. ı iſt, fo hat man 
für das begränzte Integral 


ı2dx , 
FF—— ER 
Behandelt man eben fo alle übrigen, in $. 146 angeführten Ins 
tegrale, fo erhält man, wenn man der Kürze wegen X flatt Vı— x: 
ſchreibt: 


J1x X 
x = <X und l. = 1, 
(> a xsdx . 
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fo daß man daher allgemein erhält: 


“sxınd 3.5.7... — a 
En x — 1 7 (2n 1) * und 
o X 2.4.6.8... 3n0 3 


suride _ 2.4.6.8... an ' 
f. x „9.5.7.9...02n0n+ 1)’ 


und daher auch 


xındx sohidı x ı 
I F Tan-tı 7 


Wir werden dieſe durch das geſammte Gebiet der mathematiſchen 
Analyſis ſehr wichtigen begränzten Integrale in einem der folgenden 
Abfchnitte diefer Schrift näher betrachten. | 





$. ı60. (Analogie der Integrale mit den Summen der 
Ditferentiale.) Nennt man F(x) + 0C das unbeſtimmte Integral 
des Differentialausdruds f(x)dx, und nimmt man diefes Integral 
zwifchen den beyden Grängen x=a und x==b, fo hat man, nad 
$.159, für diefes fo begränzte Integral den Ausdruck | 


f.toax =Fb)— Fo). 


Wenn man nan der ®röße x nach und nach unzählig viele Werthe 
beylegt, die in unendlich Fleinen Abftufungen von x=a bi x—b 
wachen, und wenn man diefe allmähligen Vergrößerungen von x durch 
dx bezeichnet, fo laͤßt fich leicht zeigen, daß die Summe aller fo ent: 
flehender Werthe von f(x) dx gleich dem begränzten Integrale | 

F(b)— Fe) if. | 

Denn wenn man, nach dem Beifte der Differentialrehnung, die | 
höheren Differentiale gegen das erfte wegläßt, fo hat man, ſchon nach 
dem erſten Begriff eines Differentials, den Ausdruck 

F(x+dx) — F(s) = f(x) dx. 


VBezeichnet man demnach durch 5,, 52, ds... dm eine unbegränjte 
Anzahl von unendlich Fleinen Größen, fo daß man hat 


ö, + ö, + ö, 4 o0 — 0 + Ön == b — a, 
und nimmt man für die beyden Größen x und dx nach und nach die 
Groͤßenpaare 





a und ö,, 
a + ö, » — 
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a Tr £ + ie und dz/ 


b — Fu v. Önr 
fo erhält man 


F(a--5,) — F(e) == f(a).ö,, 
F(a-+5, + 5.) — F(a-+5) — f(a-+5,).5,, 
"erarat)— F@r2r) = ers Ta) ds 
F (b) — F(b— 3) = 63). Bu, 


und die Summe diefer Gleichungen ift, 


FFC) = fo). ++) 
+fb— 3). Bu, 
wodurch der oben auögefprochene Satz beftätiget wird. 

Man kann fid, diefen Sag verfinnlihen, wenn man fid) durch 
die Größen 5,, 5... die Zuwachfe der Abfeillen, und durch f (a), 
f(a -+ 5,)... die zu diefen Abfeilfen gehörenden Ordinaten einer Curve 
MNPOQ ($ig.3ı) vorftellt, fo daß AB=a, AU=b und BC=ö5, 
CD=:3,...; ferner BM=f(a), CN=f(a4+5,)..., und endlid 
die Slächenräume AHMB= F(a), AHNC=F(a-+5,)... und 
AHVU=IF (bj) if.. 

Übrigens ſetzt das Vorhergehende, wie man fieht, voraus, daß 
die Zunftion ? (x) zwilhen den beyden Graͤnzen x=a und x=b 
ftetig fortgehe, und nicht etwa irgendwo unendlid groß werde. 
Wir werden auf diefe wichtige Bemerkung fpäter wieder zurüde 
fonımen. 


$. 161. (Allgemeine annähernde Integration.) Aue bisher 
betrachteten Integralausdrüde laſſen fi) unter der Korm ff (x) dx 
darftellen, und man kann, nad) $. 89, diefen Ausdrud immer als die 
Flaͤche einer Curve betrachten, von welcher x die Abſciſſe und y=f(x) 
die dazu gehörende Ordinate if. Nimmt man die Quadratur diefer 
Fläche zwilhen den beyden Graͤnzen x=a und x=b, foc: ält man 
das begränzte Integral 


fi f(x) dx. 
€8 ſey alfo der Ausdrud 


 y=/ftf (x) dx 
gegeben, wo dieſes Integral durch keines der biöher angeführten Mit: 
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tel; felbft nicht Durch Reihen ($. 155), zu finden ift, ja wo felbfk die 

Sunftion f(x) noch unbekannt feyn fann, fo daß man bloß die Werthe 

diefer Zunftion für einige gegebene Werthe ihrer Stamnrgröße x Fennt. 

» Nehmen wir z. ®. an, daß man folgende zufammenhängende Werthe 
von x und £(x) habe: 

X. 2.0, a, b, co, d... 

fx). „. . A,B, C, D, E..ve | 

Dieß vorausgefept, fieht man leicht, daß £(x) unter die folgende: 

Sorm gebracht werden Fann: 


f&) „ Lt ob. emo rd. 


ram... Cetuf 

(M. f. Cauchy’s Cours d’Analyse. I. p. 525.) | 
Multiplicirt man alle Glieder dieſes Ausdrucks durch dx, und 

feßt ihnen dann das Integralgeichen f vor, fo erhält man | 





„-=ff)d=- in fdax.a—x.b—x.c—x.d—x... 


B . 
4 ns ir. A. -. d - x... 


4 — — | 
+ —ann friend ed... 
u. ſ. w. 


‚Hat man daher nur zwey Werthe von f(x)=A, und B für 
x=o und a, fo wird der vorhergehende Ausdrud 

 y„- IKICLE * — 4 — 

alſo auch, wenn man nad) den Integrationen xSa fept: 
y=zı(A-+B) | 
fo daß dann die Flaͤche y, gleich dem arithmetifchen Mittel, zwiſchen 
den Größen aA und aB ill. 
Fat man aber drey Werthe von fx)=A,B,C... fürxeo, 


a, b, fo geht der vorhergehende allgemeine Ausdrust in den folgenden 
über: 
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ı=f, tdx=-Lfdx @—x)(b—x). 


* unfri—n Fra = —R 


Setzt man bier, nach den Jntegrationen x=b, fo erhält man 

für den gefuchten Werth des gegebenen Integrale 
Bbs Ch@a— ab 
=. —b) +taont —, 

und fo kann man fortgehen, indem man vier, fünf und mehr der gege: 
benen Groͤßen A,B,C... in Betrachtung zieht. Allein viel einfacher 
werden diefe zefultirenden Gleichungen, wenn man die Differenzen der 
auf einander folgenden Werthe von x unter ſich gleich groß nimmt, d. h. 
wenn mn b—a=c—b=d—c...fept. Auf diefe Weife findet 
man für das Integral ya f(x) dx zwiſchen den beyden Oränzgen 
x=aund x=a--m nad) der Ordnung folgende Ausbrüde: 


(oa: = !m[f(a)+f(a+ m)] 
= um [f(a) +4f(a+:m) + f(a-+m)] 
= zmlf(a) +3f — 1m +3f(a+5m)+f(s+m)] 
u. I I 


Laͤßt man alfo die Groͤße x—a durch gleiche Sutervalle 5 wachen, 
fo daß x nad) der Ordnung gleih a, a+-5, a-+-25, a-F35... wird, 
biö endlich der lete dDiefer Werthe von xe= b wird, fo wird man unfer 
jwifchen diefen beyden Oränzen x=a und zb eingeſchloſſenes Inte⸗ 
gral, auf folgende Weife darftellen. 


1. Wenn man bloß zwey Werthe von x, nämlih x=a und 
x—b fennt: 
y = (fo) dx — t5 [f(a) + f(b)]. 
11. Wenn man drey Werte za, a--5 und b fennt: 
=) +4C@+) +) 
111, Wenn man vier Werthe x—a, a-+5, a-+-25 und b fmnt: 
y-3s[f(a)-+3f(a+2) + 3f(a-+25) + fb]. 
IV. Wenn man fünf Werthe ı=a, au a--25, a-+-35 
und b kennt: 
enölrt riet + Beer 2) +32 +39)+710)} 





⸗ 
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Ex. Um auf die vorhergehenden Ausdrücke ein ſpecielles Beyfpiel 


anzuwenden, fey 1x 
 y„=|1 —- 


ı X 


| 
| 


gegeben, fo daß man daher das Integral f = zwifchen den beyden 


Graͤnzen <=ı bid x—2 in Zahlen angeben fol. Es ift befannt, 
baß y = log. nat. 2 = 0.6931472 ift, eine Zahl, welche die vorher: 
gehenden Ausdrüde defto genauer wieder geben ſollen, je weiter man 
in ihnen fortgeht. 

Für unfer Beyfpiel ft a=ı md b=3, f(a) = 


f(a-+-5) =. und f(b) = ‚=: 
Setzt man alſo in I. die Größe 5=ı, fo ift 
= +)= 05. 

In II. aber it 5=:, alfo auch 

=i0 4449 = 06 
In 1.8 y +5+3 = 0.694. 
=; md y=jl 43349 = 0.6987. 
Sn IV. endlich ift 


em y =: tr ngı7, 
alfo dad Tegte Refultat nur mehr um 0.000027 zu groß. 


$. 162. (Andere Darftellung des Dorhergehenden.) Da 
diefe ganz allgemeine Methode der Integration von fo großer Wichtig: 
keit ift, fo wird es nicht unangemeffen feyn, fie noch auf eine andere 
Weiſe darzuftellen. 

Nehmen wir, wie zuvor, an, daß die Größe x=a nad und nad 
um die Fleine Größe 5 wachfe und in a, a-+-5, a-- 25, a+35,... 
übergehe, bis fie endlih a-- nd —= b wird, fo daß demnach zwifchen 
den beyden äuferften Werthen a und b eine Anzahl von n— ı Zwi⸗ 
fhehgliedern enthalten ift, und daß wieder, wie oben (f. 160), F (x) 
das unbeſtimmte Integral von ff(x)dx, alfo auch 


f 1@4= — F(b) — F(e) 


das begränzte Integral Sf(x)dx von x—a bid x—=b außdrüde. 
Wenn nun a in feinen nächftfolgenden Werth a-+ 5 übergeht, fo 
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bat man, nah Tay lor's Xheorem ($. 39): 


dFa oe dıFa 63 d>Fa 
Far )=Fard. 7, ri get det 





Segen wir der Kürze wegen ——- fix, —— = fr * u. f. 
Da nun Fx=ffx.dx iſt, fo bat man aud © 
— fa, — = — —feau.ſ., daß daher 
der vorhergehende Nusbrud von F(a-+5) auch fo gefchrieben werden 
fann: 


F(a+5) = Fa+5d5fa + :8.fa + ;38°.lWa-+..., 
und ganz eben fo erhält man auch für die nächfifolgenden Werthe 
F(a+25) = F(a+5) + 5.f(a+5) + 282.f(a+5) +. 
F(a+35) = F(a-+25) +5.ffa+25) +25°.f/(a +25) +... 
F(a--n5) = F(a+n5—5) + 5. f(a--n5—8) 25? .f+(a-n5—5) 4... 

Addirt man aber alle diefe Reihen zufammen und bemerkt, daß 
ns—b—a if, fo erhält man 
F(b) — F(e) = 5. Sf(a+id) + 28. >f(a + 
+28. 2{4(a +iö) +... (), 
wo ı nad) der Reihe die Zahlen 0, 1, 2, 3, . . ., und wo Z daß 
Bummenzeichen anzeigt, das ſich auf die n Werthe von 5 bezieht, Die 
jwifchen i=o und i=n—ı enthalten find, fo daß man z. ®. hat 
Sffa+is)—=fa+ fla+s)H+flat25) +... +fla+rnd—5). 
Nimmt man nad) und nad) die Größen fx und /x, oder f/x und 
fx u. f. w. flatt den Brößen Fx und fx, fo erhält man cben fo 
fb— fa =5.3fl(a +id) + +8 ri) +.. 
eb — fea 2 6. Zfta ti) +. a 
Dieß vorausgeſetzt, wird man, Wenn man die dritten und höhe: 
ten Potenzen der fehr Eleinen Größe 5 wegläft, in der Gleichung (a) 
flatt 259°. If (a-4-i5) ſetzen fönnen 25 (fb— fa) — 45? (f/b— f’a), 
und flatı 489°. Sf (ati) » » 252 (f’b— fa). 
Diefem gemäß wird alfo auch die Gleichung (a) in folgende übergehen: 
F(b) — F(a) = 5.3[(a-+ id) + 25.(fb— fa) 
— 28.(b — fo); 


“=fx, 





F 
und eben fo — - 





oder was dasſelbe ift, man wird haben 
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= = (f@)4: 


=. tat ft@ts)y+flatsö).t.. Het 9+: fb] 
— 28. (b—fra)... (A), 


und diefer Ausdruck wird das gefuchte Integral f: f(x)dx deſto ge 
nauer darftellen, je Eleiner die Größe 5 oder - (ba) ift, und je lang⸗ 


famer die Funktion f(x) zwifchen ihren beyden Graͤnzen a und b fid 
ändert. In den meiften Faͤllen wird man daß lepte, in 5° multiplicirte 
Glied, ganz weglailen fönnen, fo daß dann die Gleihung (A) nur 
die befondern Werthe von f(x) enthält, die in Zahlen gegeben feyn 
können, ohne daß die Form diefer Funktion befannt zu fegn braucht. 
Ex. Wenden wir diefed auf unfer vorhergehendee Beyſpiel an, 


wo y = (7 zu fuchen ift, fo dat man f(x) = =, alfo and 


h=-, b=;, fa +)= 75 N) f(a+ 23) = - wer] uf. 
Nimmt man auch noch daß un in 62 multipliciete Oli der 
Gleichung (A) in Ruͤckſicht, fo iſt 


fm — —- ww fb=— - 
. a? 


bz O 

Zheilt man dann das Intervall b—a in n gleiche Theile, und 
nennt jeden diefer Theile 5, fo iſt 5= = (b — a), und daher die Glei⸗ 
dung (A) 


Sm lkitetma tet 
Hast) -la-al 


oder da a=ı und b==a ift: 
dx 1 ı 1 
1 1 
+ toren] 9 


Nimmt man bloß drey Theile, oder fi n—3 und 5=;, fo 
bat man 1 
12 3——- Hr 0.693056. | 
Nimmt man aber vier Theile, oder iſt — mdd—=i., N 

bat man 
y=ıl! +3 +:+3+3:]) — m = 62 u. ſ. w 
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XV Ä 


Integrationdervollftändigen Differen- 
tialausdrüde von zwey oder mehr ver- 
änderlichen Größen. 


$. 163. (Integration der vollftändigen Differentialaus- 
drücke für zwey Variable) Sftu eine Funktion von zwey veraͤn⸗ 
berlichen Größen x ımd y, fo hat das Differential diefer Funktion (nach 
$. 53) die Form 

du = Pädx + Qdy, 

wP= (7) 2 (7) die partiellen Differential:Coefficienten 
von u in Beziehung auf x und y find. Soll nun der gegebene Aude 
drud Pdx+ Qdy ein vollftändigesDifferential feyn, d. h. foll 
fih in der That ein endlicher Ausdtud von x und y'angeben laſſen, der 
das Integral von Pdx + Qdy iſt, fo muß, nach $. 9 die Bedin⸗ 
gungsgleichung beſtehen: 


()— () 2... 0 


Nehmen wir daher an, daß dieſe Bedingungsgleichung in der That 
Statt babe, und ſuchen wir das Integral u des gegebenen Ausdrucks 
du=Pdx-+ Qdy. 


Zu diefem Zwede wollen wir zuerft die Gleichung P= 5 oder 
du =Pdx bloß in Beziehung auf x integriren, fo daß man her 
u = fax 4 Y, 
wo Y, als eine noch unbeitimmte Sunftion von y, die Stelle der Cops» 
ftante der Integration ($. 135) vertritt. @egen wir, der Kürze we⸗ 
gen, diefed Integral f Pdx=U, fo daß man hat 
u=U-TY. 


Um num die Eonftante Y zu beftimmen, fo gibt die lebte Glei⸗ 
hung, wenn man fie in Beziehung auf y Biene: 


3860*38 
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du\ __ m. 0 

oder da (2) =Q il: ’ | 
\ daU\” 

ln r=[R-) 
oder, wenn man. integeirtz 7. ° W 


x f[o = (Jen 


Subflituirt man aber den fo gefundenen Werth von Y in der vor: 
hergehenden Gleichung u=U+Y, fo hat man für das gefuchte Ja: 
tegral der gegebenen Gleichung du=Pdx+0Qdy 


ren _ du)” .. 
| ‚=u+f[q (519 
ein Ausdruck, der vollſtaͤndig befiimmt werden fayn, da die Größe 
[2 — ()] == $ bloß eine Funktion von y ift, die fein x ent⸗ 
Halt. Denn differentiirt man diefe Größe bloß ia Beziehung auf x, fe 


bat man | 
| ds d 9) BUN 
. — ** — ⸗ — —— ’ 
(=) (7 (—)’ 
d:U dP\ . 
| oder da (;) = () it: 


.  fas\ _ fdR dPy 

=): 
:alfo vermöge der oben aufgeftellten Bedingungdgleichung 
0 # dS\ 
zum Zeichen, daß die Größe S von x ganz unabhängig feyn muß. 
1 Wäre man, jlatt von P, von der Größe Q audgegangen, und 
hätte man das in Beziehung auf y genommene Integral 


y 

JOdy=V 
gefegt, fo würde man für Das -gefuchte Integral des Ausdruckes 
du - Pdx-4 Qdy erhalten haben 


d V 
ev+/[r-()l% 
wo wieder die Groͤße P— ( =) eine bloße Zunftion von x ohne y ill. 
| __ydx—xdy 
Ex. 1. If der Außdrud du = 
. . . n — y 
der Bedingungsgleichung (1) genügt, da P= 7; und = 


= 0, 


. 


gegeben, welder 


x 
zit 
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it, fo Hat man 


H 


— ydı — x dU x 
U= 2,2 = arc, ang, und (77) = x + y2’ 


(7 
— (i-——-] = 0, 
und daher für das —* Integral 
us arc. tang. - _ 
Ex. II. Iſt der Zreden⸗ 
dx 4dy __xdx + ydy 
du= — _—o. I 
ut Vefp " 
gegeben , welcher der — * (1) Arafat genug thut, fo hat man 


Ten ea 

V=fQdy=tlog(a+n)— Very un P— n) =!, 

und daher das gefuchte Integral u 
u — zlog.(x+y) + logx — Vx -y. | 


$. 164. (Integration der vollftändigen Differentialaus- 
drücke von drey Variablen.) Die Differentiale diefer Gattung, hq⸗ 
ben die allgemeine Form 


du = Pdx + Qdy + Rdz, a 
und wenn diefer Ausdrud ein vollftändiges Differential, d. 'h. wenn 
er in der That integrakel fegn foll, fo miülfen Bifchen den Größen 
P,Q,R die drey oben ($. 58, I) aufgeftellten Bedingungögleichun. 
gen Statt haben. 

Dieß vorandgefept, wird man, um dad Antegral u zu Anden, 
juerft nach $. 163 dad Integral von Pdx + Qdy ſuchen. Sey dies 
ſes Integrale gleich W, fo hat man a 

um f(Pdx+Qdy Rd) = W-+ Z, | 
wo Z bloß eine Funktion von Z feyn wird. Dad vollitändige Diffes 
tential der Tegten Gleichung ift aber, da W eine Zunftion vonx, y 
und z it: 


Pdz + Qdy + Rda= (7) dx + (7 =) dr 
+ ds + dZ, 
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Nimmt man daher je zwey der Variablen x, y, 2 als eonflant 
an, fo erhält man 


' aw dZz 
r = (77 ! = (7 —) und R = (7, +7 


Die legte diefer u Gleichungen gibt fofort 


2 S[a- (]ar 


‚und fomit ift das gefuchte Integral 


“wtf 


wo wieder R— (7) eine bloße Funktion von z if. 
"Ex. Sey die Gleihung gegeben 
dx-- ydy-+ zdz zdx — xdz 
du= „Ir — ——_ 
u Very +» + x? — z? + sdz, 
die, wie man ficht, den drey Bedingungdgleihungen des $. 58, L 
entipriht. 
Sept man nun Pdx+ Qdy=dW, fo erhält man, nach $. 163 
W — Yıt-Ly?-+zt + arc. tang. 2; 
alſo ift auch 





(Z )* ud R— ()2 


TO la =ie 


und daher das geſuchte Jutegral 
am yıuryyz: + arc. tang. - + 228 


Man fieht , wie fich dieß auch auf Bunttionen von mehr ald drop 
Variablen fortfepen läßt. 


XXXVXXXR 
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XXVIII. 


Integration der Differentialausdrücke 
der zweyten und höheren Ordnung. 


— —— —— — 


$. 165. (Integral von dy=Xdx‘). veher haben wir 
ur die Ausdrücke der Form 
> dy Xdx 
jehandelt, wo X irgend eine Zunftion von x Bneignen, Es fey nun 
ver Differentialausdrud W 
 dy= Xdxt 
geben, wo X wieder eine Bunftion von x it. Da man dieſen Aus⸗ 
druck auch ſo ſchreiben kann: 
dr y 


dr => Xdx, 


fo bat man fofort, wenn man dx al8 con ftant betrachtet, 
für das Integral des legten Ausdrucks 


I =fXir+ c. 


Sept man dann P= fXdx, fit dy=Pdx--Cdz, und 
daher, wenn man wieder integrirt:' 
y= [Pdx-+Cx + Ci, 
wo C und C’ die Conſtanten der beyden Integrationen find. Stellt 
man den Werth von P wieder her, fo hat man 
nn y=fisfXdx +02 C 2. (ll. 

1, Man kann aber aud), mittelit der theilweifen Integration ($. 153), 
diefed doppelte Öntegral auf zwey einfache jurücführen. Denn fegt 
man in der Gieichung fedv = =uvr — gran die Größe u=P und 
ı=r, fo hatman : 

‘ fPdxı=Pr— (xıdP = ufXax — fXxdx, 
alfo auch file dus gefuchte Intkegral M u 
y=xfXdx— fXxdx... (ll, 
ia welchem Ausdruce man eigentlich 


FXàdxC flat FXdX, und 
Littrow's Ant. . höh. Math. 21 
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Xxdx + C/ flatt [Xxdx 
feßen muß. - 
Ex. Iſt die Gleichung ‘d?y = x?dx! gegeben, fo it X =: 
alfo audy 
IXdx 4x2 md fdxfXdx= (dı.;V’ = 
und daher, nach der Gleichung (I): 


14 
‚=5,r0%r 4. 


— j 


3.4 


Eben fo it 
xfX\dx = xfı'dx = x(!x°+C) und. 
FXXdx +C, 
alſo auch beyder Differenz nach der Gleichung (11): 
J=77 + Cx — C 


wie zuvor, da die Groͤße C⸗ * itiv oder negativ ſeyn kann. 


$. 166. (Differentialausdrücke der dritten und höher: 
Ordnung.) Iſt ein Differentialausdrud d’y = Xdx’ gegeben, u 
X eine Bunftion von x, und wo dx conftant voraudgejept wird, | 
bat man aud) 


d> y d? y d? 
in m 1.7. = Xdx, und daher — — [Xdx + C. 
Aus der letzten Gleichung aber folgt 


d . d 
7, = 4rfXdxt} dx ode = fürfXdı Cr +0 


und daher, wenn man noch einmal integrirt: 

y„- faxfdaxfXdx + Ct + Cx 4 Cr, 
da man offenbar ftatt 2C auch die unbeftimmte Eonftante C fubflituire 
kann. Eben fo wird man für d“y — Xdx* das Integral erhalten 


y=fdxfdaxsfdxfXdx + Cx? + Cx! + C"'x + Cu 
Ex. Die Gleichung dy=x?dx! gibt X—=x?, alfo au 


SXdx am 5x? + C, 
Su ßXix= fr Ode, 4 Cxı 20, 


faxfdxfXdx = (( 4 Cx + C)dx 
- I + :Cx + Cx + Cu 
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1. Auch fann man, wie in $..163, I., diefe sufammengefepten 
tegrale auf einfache zurüdbringen. So haben wir aus der Gleichung 
L — X am angeführten Orte bereits erhalten: 
y=xfXdı — [Xxdx((Xdx. 
Iſt nun die nächftfolgende Gleichung g°y = Xdx* gegeben, fo 
ten wir bereits oben für das Integral derfelben gefunden 
y = fdxfdxfXdx = fdxffXdx:, 
Subftituirt man in diefem Ausdrude den vorhergehenden Werth 
ı SS Xdx?, fo erhält man 
y=fxdxfXdx — [dxfXxdx. 
Sept man aber in der Gleichung fudv—=u»v — fvdu 
u= fXdr und v—=!:xt, fo il 
SsdaxfXux = te fXdx — fe Xdx 
etzt man in derfelben Gleichung 
u = [Xxdx und v=x, fo ilt 
faxfXxdx = xfXrdx — fxXde. 

Subjtituirt man endlich diefe Werthe in dem vorhergehenden Aus: 
ucke von y, fo erhält man für das Integral der Sleihung d’y=— Xdx: 
y=!xfXdx — xfXxrdx +2fX?dx ' 

Faͤhrt man fo fort, fo erhält man die folgenden Integrale: 
on der Sleichung it das Integral: 
dy==Xdx y=fXdäx, | 
®y=Xdı ym!t[xfXdx— fXxdx], 
d3y = Xdx’ — [X fXdx—axfXzde+ [Xxtde], 


dy = Xdxt =, | 

4 3xfX?dx — [%dx] uf, 
» die numerifchen Coefficienten die des Binomiums find, und wo das 
efeb des Fortgangs diefer Reihen für fich deutlich if. Übrigens müfs 
t auch Hier die Eonftanten jeder einzelnen Integration befonders bes 
ckſichtiget werden, wie dieß ſchon oben ($. 165, 1) bemerkt worden ift: 





“ ı® .. -®% 
X —x 


1 


gi * 
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XXIX. 
Quadratur der Curven. 


$. 167. (Quadratur der Parabeln und Hyperbeln.) Bir 
wollen nun in diefem und den zwey nächitfolgenden Abfchnitten die bis- 
ber vorgetragenen Vorſchriften der Integralrechnung auf die Geometrie 
anwenden. 

Nennt man F die Flache, welche zwiſchen zwey Ordinaten einer 
ebenen Eurve enthalten und auf der einen Seite von der Abfeiffenare, 
auf der andern aber durch den Bogen der Eurve begränzt ift, fo haben 
wir bereit® oben ($. 8y) für das Differential diefer Fläche den Ausdrud 

dF = ydx 
gefunden. Wenn man daher aus der gegebenen Gleichung der Curve 
diefen Ausdrud auf die Form 

dF = Xdx 
. bringt, wo X irgend eine Zunftion von x ift, fo wird man, durch die 
Integration diefer Gleichung, nach den vorhergehenden Regeln, den 
Werth der erwähnten endlichen Fläche F, durch x oder y ausgedrüdt, 
beflimmen, und in diefer Beflimmung befteht tie fogenonnte Quadres 
tur der Curven. 


$. 168. (Quadratur der Barabel.) &o haben wir a. a. ©. 
für die Apollonifche Parabel, deren halber Parameter p ift, die Gleis 
dung „= 2px, alfo aud) 
dF = dx.YVapx 
erhalten. Das Integral diefer-Bleichung ift 
F=3:Vapx’--C ode 
F=3;5xıy+C. 
Zaͤhlt man diefe Flaͤche 9 von den Scheitel der Parabel, fo il 
9=o für x=o, alfo auh C=o, und man erhält 
F=}xy. 
Zaͤhlt man aber diefe Fläche von derjenigen Ordinate, die dur 
den a Brennpunf der Parabel gebt, und für die y=P alfo auch 
sp if, fo verfchwindet das Integral 
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F=:Vap + C 
für x = *p, wodurd) die Eonftante C = — *p?, und daher die ges 


fuchte Flaͤche 


F=;xıy — ;p 
wird. Bucht man endlich diejenige Flaͤche, welche zwifchen den beyden 
Drdinaten y=a und y=b enthalten ift, fo findet man 


ſ. ydx — 3,6’). 


[2 


1. Die Parabeln der höheren Ordnungen haben die Gleichung 


| y axx, 
woraus folgt 


— fa na 
F=/fydı= fa.x dx 7.2 +6. 
II. Eben fo hat man für die Hyperbeln der höheren Ordnungen 


x” y° — a, 





alfo auch 


u na ,,— 
F=/[ydı= —— x 





4 c. 


$. 169. (Quadratur des Kreiſes und der Ellipfe) Iſt 
BP=x (fig. ı1), FM=y und der Halbmefler des Kreifes BA=a, 
fo ift Die Fläche de8 Abfchnittes BMP 
F= fydx = füäryaaı— xt, 
alfo auch 
a— 


F=— 1(a—x)Vaas — x? 4 [at arc. cos. — + C. 


Da für x=o auh Fo wird, fo ft auh C=o. Man er: 
fennt leicht in. di eriten Theile diefes Integrald die Flaͤche des Drey⸗ 
ecks APM, und in dem zweyten die Bläche des Kreisſectors BMA. 
Sir x — 2a erhält man die Fläche des Halbkreiſes — ax, alfo 
auch die des ganzen Kreif:3 = a? x. 

Iſt aber der Anfang der Coordinaten im Mittelpunfte A deö Kreis 
fe ud AP=x, PM=y, fo hat man für die Flaͤhe NAPM 
oder . 


F= fdyrya—ıt = !vyVar— x 4 2a8 arc. sin. — + C. 


I. Für die Ellipfe, deren Halbaren a und b find, hat man, wenn 
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der Anfang der Coordinaten im Echeitel der großen Are aa iſt: 
y= By 2ax — xt, 


alſo auch für die Flaͤche BMP 
F= 5 SdxVaan, 
woraus durch Integration folgt _ 
F=tab arc. 00. — N rer 

Wenn man alfo über der großen Are der Ellipfe, als Durdmef 
fer, einen Kreis beſchreibt, fo verhält ſich der elliptiſche Abſchnitt ja 
dem des Kreiſes, wenn beyde diefelbe Abſciſſe haben, wie 2 jur Ein 
heit. Alfo ift auch die Släche der ganzen Ellipſe gleich u ax —abı 


II. Eben fo findet man für das Differential des eliptifhen Aut 
ſchnittes 
d.BAaM—= — bi: — ar. 
Yan 
Verlängert man die Ordinate PM, bis fie den erwähnten Kreis 
in M/ fchneidet, und nennt F’ den Kreisausfhnitt BAM’, fo if 





ar b_b b 
alfo wieder Fma=) und daher and & FT 


I. Für die Hyperbel, deren Halbaren a und b find, hat man 

= 2 vVs’—a, 
alfa ft andy der hyperboliſche Ausſchnitt, der zwiſchen der halben Are 
m einem Bogen der Hyperbel und zwifchen der geraden Linie 


ift, welche den Endpunft dieſes Bogend mit dem Mittelpunfte 
rbel u gleich 


‚ab = !ablog. (ex +3 Vx—a}). 








ve a 


ıt man diefe Släche von der des rechtwinkligen Drepeds ab, 
theten x und y find, fo erhält man für die Flaͤche OBM der 
(Big. 33), deren Scheitel in O liegt: 





$. 170 — 171. 327 


OBM = !xy — Zablog. (ax + 2VYx— a”) + C; 
‚der da y=- Var —ar iſt, und da.diefe Flaͤche OBM für x=a 


erfchwinden fol: | 
Ö B M == y : u . 


xt — at — ab log. 


$. 170. (Quadratur der tranfcendenten Eurven.) 1. Kür 
die Logiſtik iſt y==log.x, wo AP=x, PM—y (Big. 21), alfo 
uch | 

Syrax = fiäxlgx=xlgxr— x -+C. 

Soll die Fläche zugleich mit x verfchwinden, fo findet man 
C=o. Endlich, hat man für =AB= ı den afpmptotifchen Raum 
ABmı=s—ı 

1. Für die Eyclois hat man (Big. 43), wenn CQ=x, QM=y 
ft ($. 22, D: 


rem (1 — ) tv, 
alſo auch 


(a — ı)dz 
Vhar— 
Es ift daher die Slähe CMQ= fydx=xy— [xdy. 

Allein das Integral fxdvr = fdxVYzax — x ift gleich der 
Kreisflähe CNQ des die Epcloid erzeugenden Kreiſes. Vollendet 
man daher dad Rechtek CQMG, deſſen Flaͤche xy ift, fo ift die cp: 
cloidifche Flaͤche GMC gleich der Kreisflähe CNQ. Für x=CD=2a 
ift die Fläche des Halbkreiſes ta* x gleich der Flaͤche AMCE, und da 
die Flaͤche des Rechteckes ADCE = 2u'x iſt, fo if auch die Flaͤche 
AMCD de halben Eyeloie gleich !at x. 


dy 


$. 171. (Quadratur der Spiralen) Für die Spiralen 
($. 23) wird es bequemer ſeyn, die Quadratur derſelben nach den Pos 
larcoordinaten ($. 93, 11) vorzunehmen. Nach dieſen hat man für die 
Flaͤche F, die der Radius Vector zurüdlegt, während er um den Pol 
einen Winkel » befchreibt: 
F=:frd». 
Um dieß auf die Spiralen anzuwenden, deren allgemeine Glei⸗ 
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hung r=a.v* ift, fo hat man fofort 
a2, av rı ı « 
r= a(2n-+ a@n+ı) + c. 
| Iſt die Größe n pofitiv und wird die Flaͤche F von der feften Ge 
raden CA (Big. 27) gezählt, von welcher auch die Winfel » gerechnet 
werden, fo verſchwindet die Conſtante C der Integration, und man hat 
a?.yın+ı 
= 3(2n+ 1)" 
Für die Spirale des Archimedes ($. 23, I) it a—=ı um 


a— am! alfo auh r— = und daher 
y> 
= om’ 

Nach einer vollen Drehung des Radius oder für » — 2 = iſt die 
Slähe FF = tr. Nach zwey Revolutionen it v=4r und FM. 
Nach drey Revolutionen iſt F=2x. Überhaupt hat man nach der 
nen Drehung FF = n!.;x, und nad der (n—-ı)fen Drehung 
Fri=(n+ı).;x, fo daß alfo die Zläche, die zunaͤchſt nad der 
nten Drehung noch zu den vorhergehenden hinzufömmt, gleich iſt 
Ft — F=[(n+ı) — n’] x. 

Für die logarithmifche Spirale ($. 23, II) ift »,= log.r, alfo 


auch 
F= *[r?d» =; 40. 


$. ı72. (Quadratur zwifchen fchiefwinkligen Eoordina- 
ten.) Man bemerfe noch, daß fich die Quadratur der Curven aud 
zwifchen fchiefwinfligen Coordinaten auf Diefelbe Weife vornehmen läßt. 
Iſt nämlidy a der Winfel, welchen die beyden Coordinaten x und y un: 
ter fi dilden, fo wird man nun in dem rechtwinfligen Coordinatenfp: 
fteme flatt y die Größe ysin.a feßen, und dann für den Kaum, der 
von diefen fchiefen Coordinaten und von der Curve begränzt wird, den 
Ausdrud haben 
F= f(ysin.a)dx, 
oder da a conflant if: 

” F== sin,afydx. 

Sind a und b die Halbaren einer Hyperbel AM (Sig 44), und 
nimmt man die Abfeiffen CP == x von dem Mittelpunfte C der Hy 
perbel auf der einen Afymptote derfelber und die Ordinatn PM =} 
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der audern Afymptote parallel, fo ift die befannte Gleichung dieſer 
Curve 

yx — er, wo — iſt. 
Dieß gibt 
F eꝛ sin. ft = are. log.x + C, 


wo log. x den natürlichen Logarithmus von x bezeichnet. Iſt die Ab⸗ 
ſeiſſe des Scheitels A der Hyperbel oder ft x—=CB=e, fo hat 
man, wenn man die Slähe F== ABPM von der Ordinate AB aus 
zählt, C=— e sin.a log.e, alfo aud) 

F = ABPM = e&sina. log. - - 


Sekt man e=ı, fo it F= sin.a .. log.x, atfo sin. a der Mos 
del ded Syſtems. 

Für a = 45°44' 25% iſt sin.a = 0.434394 der Model des 

Briggiichen Syſtems. 
gür a=b ift die Hyperbel gleichfeitig und x — a, alſo auch, 

da hier 4 90° iſt: 

‚F= fydx = }alog.x +C. 
Zaͤhlt man auch hier die Flaͤche $ von der Ordinate AB des Schei⸗ 
tels A, ſo iſ F=o frxı=CB=AB= V:at, alſo 
C — za log. yYza? oder 

Fo ABPM = tat log. "U" 


“ » 


Nimmt man AB=BC=ı oder am=ya, fo iſt 
F=ABPM = log. x. 


$. 173. (Vereinfachung diefes Verfahrens, wenn Die 
Eurve durch zwey Gleichungen ausgedrückt wird.) Hfter ift 
es, zu beitimmten Zweden, bequemer, den analytiſchen Ausdruck eis 
ner ebenen Curve, nicht wie bisher, durch eine einzige Gleichung zwi: 
ſchen x und y, fondern durch zwey Gleichungen zu geben, deren eine 
den Werth von x und die andere von y durch eine dritte Größe 9 be: 
jeihnet. Ein Beyſpiel einer folchen Zerlegung haben wir bereits oben 
Einl. $. 22) bey der Cyclois gefehen, deren zwey Gleichungen find 

x — a ( — sing) und y= alı — 008. pP). 
Die erfte diefer Gleichungen gibt 
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dx = adp{ı _ 008.9), 


alſo ift auch ſofort 


Fe fydx = a!fdp(ı — cos. p)? oder 
F= (29 — 285in.9 + sin. 29). . 


Für »3*, d.h, für die halbe Eyclois, hat man 
F — za'x, wie zuvor. 

1. Auf gleiche Art laͤßt ſich auch die Ellipfe behandeln, deren Glei⸗ 

dung ift . 
x 
| 7 4 L == ı. 

Seht man x = acos.p und y=bsin.9, fo fann man der 
vorhergehenden Gleichung diefe beyden fubflituiren, und da Dana 
dx == — adp sinsp ift, fo hat man | 

Fo fydx = abfdpsin?g = !abfdp(ı — cos. 29) 
oder F = ab(9 — 2sin.29). | 

Für 9 =! erhält man die Fläche des elliptifhen Quadranten 
glei zabx, alfo auch die Bläche der ganzen Ellipſe gleih abx, wit 
zuvor. 

IT. Bemerken wir bey diefer Gelegenheit, daß dasfelbe Verfah⸗ 
ren auch oft vortheilhaft auf die Gleichungen der Flaͤchen angewendet 
werden fann, die man auf diefe Weife durch drey Gleichungen zwifchen 
zwey willfürlidhen Hülfsgrößen p und y ausdrücken wird, 

So hat man für die Flaͤche, weldye durch die Notation einer El⸗ 
lipfe um ihre Meine Are b entftanden ift, die Gleichung 


ı? 4 y? 22 
— *5 *, 


und dieſer Gleichung kann man auch die drep ſolgenden ſubſtituiren: 
x a cos. cCos. p”, y=asin.pcos.y), 2 b sin. p. 


Kür das Ellipſoid mit drey Aren endlich, oder für die Gleichung 
»?,_ y2 r? 
a + pr + zu 
kann man auch folgende drey Gleichungen fepen: 
Xx =8C008.9c08s.4%, y==bsin.9cos.Y, 2 — csin y, 


wo man über die Bedeutung diefer Hıilfögrößen P und p dasjenige nad: 
fehen kann, was wir oben (Einl. $. 12, II) gefagt haben. 
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$. 174. (Släche, die zwifchen zwey Eurven enthalten ift.), 
Gegen zwey Eurven gegeben, die beyde diefelbe Are der x und in dies 
fer Are denfelben Anfangspunft der Coordinaten haben. In dem End» 
punkte P der beyden Curven gemeinfhaftlihen Abfeiife x errichte man 
auf die Abfeiffenare eine fenfrechte Gerade, welche die erfte Eurve in 
dem Punfte M, und die zweyte in dem Punfte M’ fchneidet. Sept 
man diefe zwey Drdinaten PM = y und PM’ =y/, fo hat man für 
die erſte Eurve, deren Gleichung zwifchen x und y gegeben iſt, für das 
Differential der zwifchen ihr und der Abfeillenare enthaltenen Fläche, 
wie bisher, den Ausdrud fydx. Kür die zweyte Curve, deren Glei⸗ 
hung zwifchen x und y’ gegeben ift, wird die analoge Släche gleich 
fy'dx feyn, fo daß man daher für diejenige Flaͤche, welche zwifchen 
diefen beyden Eurven und zwifchen denjenigen zwey Drdinaten enthals 
ten ijt, die zu den gemeinfchaftlidhen Abſciſſen « und B gehören, den 
Ausdrud haben wird 


F=- ß W—y)dx, 
der y größer als y’ vorausſetzt. Br den entgegengefeßten gau 10 
wird man haben | 
F= Ir (y'—y)dx. 
@e z. B. AMBDC (Big. 46) ein Kreis des Halbmeilerd a. 
Auf den Durchmeiler AD — 2a dieſes Kreiſes fey die Ellipfe AM-B’D 
befchrieben, deren halbe große und Fleine Are AC=CD=a und 


CB’—=b if. Nimmt man die gemeinfhaftlihg Abſciſſe AP=x 
von dem Scheitel beyder Eurven, fo hat man für den Kreis 


PM=y=Vv3sax—x, 
PM =y) = Vaax — x, 


und daher für die zwifchen Krejd und Ellipfe enthaltene Flaͤche AM’M-. 
F= f(y—y)dx oder. 


F = ((vaer— 2 — ya dx 
= (1— Z)SdxVaas ai. - 
Das Integral fSdxYaax — x? wurde aber ſchon oben ($. 170) 


und für die Ellipfe 


gleich 


552 17% 
I —_ !(a—x)Yaax — x? 


gefunden, fo daß man daher bat 
Fan AMM — 2!a(a—b) arc. cos. - 





at arc. cos, 


— X 





— — (a—b)(a—x)Yaaxr— a? . ec. DM. 


Für x—a gibt Diefer Ausdrud die Flaͤche ABB’—=;a(a—b)z, 
und wenn man diefen Werth vier Mal nimmt, fo erhält man für den 
Raum, der zwifchen dem Kreife und der ganzen Ellipfe enthalten if, 
den Ausdrud 

a (a —b)«. 

1. Nod einfacher gelangt man zu demſelben Reſultate, wenn 
man die oben (f. 174, I) für den Kreis und für die Ellipfe eingeführ: 
ten Bezeichnungen gebraucht. Dann ift naͤmlich 

x=ac0osp9, yw=asiny und y’ — bsin.p, 
alfo auch 

F= f(y—y)dx = a(a—b)fdpsin.”p oder 
F= :afa—b)(P — zsin.29) - . » (WM, 
wenn F mit 9 zugleich verfchwindet. Sir 9 — x erhält man die 
Slähe ABB’ — ta(a—b)x, wie zuvor. | 

Sebt man in dem legten Ausdrucke (II) von F für cos. 5 den 


Werth —, ſo iſt sin. g=_Vrax — x? und 
sin.2a9 = 25in, ycsp= var: 


Subflituirt man diefe Werthe von 9 = arc. cos. - 


sin. 29 in der Gleichung (TI), fo erhält man die Gleichung (I) wieder. 
II. Denfelben Ausdrud der Quadratur | 
F=/f(y—y)dx 

wird man auch in allen denjenigen Fällen anwenden, wo die Curve, 
deren Quadratur man fucht, von der Are der x nicht gefchnitten wird, 
fondern z. B. als eine gefchloffene frumme Linie ganz über oder unter 
diefer Are liegt, voraußgefebt, daß die Ordinate y der Curve für jede 
Abſciſſe x einen doppelten Werth gibt. So hat man für einen Kreid 
des Halbmeilerd a, wenn man die Abfeiffen AP = x (ig. 47) auf | 


einer feiner Tangenten nimmt, für die Ordinate ya + Var—ı. 
Bept man daher 





"und von 
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PMaym=atyazı m PWeay=a-vVeze, 
fo hat man 

dF = (y—y)dı= aya®—x:.dx, 
alfo auch für die Slähe F= ABMM’ den Ausdrud 


Fe xya— x —- a? arc. sin. =. 


gür x=aift F=:arx die Fläche des Halbfreifes, wie zuvor. 

111. Wenn die beyden oben erwähnten Curven fich in zwey Punk⸗ 
ten [chneiden oder auch berühren, und wenn x=a und x=Bß die Abs 
feifen diefer zwey Punkte find, fo wird auch bier der Ausdrud 


_ Fe (‚u—r)dx 


die zwifchen den beyden Curven eingefchloffene Släche geben, und dieß 
wird auch noch der Fall ſeyn, wenn y und y‘ zwey verfchiedene Ordi⸗ 
naten einer einzigen, gefchloffenen Eurve bezeichnen, wo dann a und % 
die kleinſte und die größte aller Abfeiflen find, die den verſchiedenen 
Punften der Curve entfprehen. Wäre 5. B. die Sleihung 
x’e 4 yım — 1 
einer Curve gegeben, ſo findet man daraus 
y=— (1.-gm)® und y = (i—xwm)e, 


und daher aud) 


Fo fi — mn dx, 


Da übrigens 1 — (-)”" ift, fo wird die Tangente der 


Curve mit der Are der y parallel feyn, wenn man hat y=o, dab 
beißt, wenn x — — ı nd x—=-+ ı ift, und diefe beyden Werthe 
von x find offenbar auch die Meinfte und größte unter allen möglichen 
Abſciſſen. Demnad hat man 


F= 2” (\—x'm)edx, 
wofür man auch ſetzen kann (ſ. unten $. 240) 
F= f: (G—xmjindz, 


Für den befondern Fall m= ı wird die Eurve ein Kreis des 
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Halbmeilerd ı, und daher F=x, wie zuvor. Für den Kal mm: 
aber iſt die Gleichung der Curve 


x 4 y = ı, und daher 
F= fait. 


Sept man x = sin.’ p, fo wird 


1.3 1.3.5 
Fenft" (cos.?9 — cos.® Dydp mm 6x 37 077% =ir 


IV. Der vorhergehende allgemeine Ausdrud für F wird felbk 
dann noch beſtehen, wenn die Größen y und y’ ihre Form mit der Ab» 
ſeiſſe x ändern, und nach und nach anderen Curven zugehören. Um 
dieß Durch ein Beyſpiel deutlich zu machen, fey die Gleichung gegeben 

y=ı 3”, 
die einer Parabel mDn (Big. 22) zugehört, deren Scheitelin D, und 
wo der Anfangöpunft der Eoordinaren in A it, fo daß man hat 
AC=-Al=ı. 

Zieht man durch diefen Punft A eine Berade AM, deren lei: 
hung y=%x ill, und zieht man auf der andern @eite von AD eine 
zweyte Öerade, deren Öleihung y — — x iſt, fo hat man für die 
Differenz der Ordinaten der Parabel und diefer beydeu Geraden auf 
der erfien Seite der pofitiven x | 


yz=ı— 2 — 4X, 





— 





und auf der Seite der negativen x 
y=ı-x+!:xr 

Bon diefen beyden Werthen ven y verfchwindet der erfie für 
x==%, und der zweyte für x—— !. Will man daher die Bläche ber 
flimmen, die, auf der Seite CDC’ der pofitiven y, zwifchen der Pa 
rabel und zwifchen jenen beyden geraden Linien enthalten iſt, fo wird 
man in dem allgemeinen Ausdrude von F die Größen a= + umd 

= — 2 nehmen, und ſonach erhalten 





oder auch (f unten $. 240) 


F = „re +fÜ ydx, 
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dad heißt 
=). (1 — x⸗ — (1 — x? — 43) dx. 


Nimmt man dieſe Integrale zwiſchen den angezeigten Graͤnzen, 
ſo erhaͤlt man 


—2 — 7 — *43 m 75 — 7757* 


α 


Rectification der Curven. 


$. 175. ,Rectification der Parabel) Da für rechtwinklige 
Coordinaten x und y das Differential des Bogend s einer ebenen Curve 
bereitö oben ($. 88) gleich - 

de = Yiax: + dy: 

gefunden worden ift, fo wird man auch die Länge diefed Bogens zwi⸗ 
[hen zwey gegebenen Punkten deöfelben erhalten, wenn man miuelft 
der gegebenen Gleichung der Eurve den vorhergehenden Ausdruck von 
ds auf die Form f(x).dx oder f(y).dy bringt, und dann diefen 
Ausdruck zwifchen den beyden gegebenen Gränzen deöfelben integrirt. 

Zür die Parabel hat man y? == ax, alfo ift auch 


diymtidıyY: und ds = :dıVY —, 


oder auch, wenn man a=4b ſetzt: 


ds m für +2, 





Es ift aber 
b+x x b 
Vet 


und nach dem Vorhergehenden 
— — bx x — und 


Vbx + x x tr x 
Se = log. (b Fax +avVbxr+ xt), 
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alfo hat man auch, wenn man diefed Integral mit x zugleid) verſchmin⸗ 


den laͤßt: 
VM -+ zb log. ‚tat Veter, 


wo man wieder den Werth von b=}a fubflituiren kann. Auch het 


man s=Tyver 4 y2, und daher 
= Ve tar + 72log 





ay+Vatır 


$. 176. (Rertification der Ellipfe.) Gür dieElipfe hat mon 
die Gleichung 
. x? y? 


tt = 


b? 
= e? feßt: 





2 — 
alſo auch, wenn man = 


oder wenn man x — ax’ fept: 
da — dx’ vi“ er 
! i — x’? 


Das Integral dieſes Ausdrucks wurde aber ſchon oben ($. 157) 
gegeben, ſo daß man daher hat 


7— x 
== a art. sin: ae: — 1— = — tee] 


+ a (3+2 2) \ Yı-3 52 2 arc. sio.= | +r 


wo die Conftante der Sniegrarion verfhmnindet, nenn so für x=o 
ift. Für den Quadranten.der Ellipfe wird man in dem vorhergehenden 
Ausdrude x—a ſetzen. Nimm, man denn den fo erhaltenen Bogen 


vier Mal, fo erhält man für den Umfang der ganzen Ellipſe den Aus: 
druck 


Le (7°) - Ted 
(a) 


Für a=b oder e=o erhält man den Umfang des Kreiſes 
= saax, wie befannt. 


Legt man aber, wie zuvor ($. 176, i), fuͤr die Ellipſe die ve 
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den Gleichungen zu Grunde 
x=asin.p und y=bcos.p, 
fo erhält man fofort 
ds = Ydx? + dy? = adpyı — & sin.9. 

Löft man diefe Wurzelgröße nach dem Binom auf, und fubftituiyt 
dann flatt ein.?9, sin. 9, sin.69, ... die oben (f. 49) ‚gegebenen- 
Ausdrüde in Sinus der vielfachen Bogen pP, fo erhält man ſofort 
2 — 16 — Lsin.a 
a =9 2 . p 22 ® p 

1.1 1.3 
€ 


1.3 .3.5 15 
- 2 re 2? + —— „ sin. 49 
— a ein. 2 u. ſ. f. 


Oft ite es auch nothwendig, den Bogen OM = s (Fig. 33) der 
Ellipfe nicht durch den vorhergebenden Winfel 9, fondern durch den 
Winkel MRO — w audgedrüdt zu erhalten, welchen die Normale 
MR Der Ellipfe in dem Punfte M mit der großen Are derfelben bildet. 

Behaͤlt man die vorpergebende Bertutung von a, b und e bey, 


fo findet man aus der Gleichung - — +Z - = ı der Gllipfe 


aAa cos. a (1 — 12) sin. . 
x — — — und y * 


Yı — 8° sın.?o V ı — esin.?o 


x + —E a\ / ı + ı— td) tang.?w 


ı > (1! —e)tang?o 
wird, wo dann die Normale 


fo daß 


a 
MR = — — 
Yı — e sin. 5 
und der Kruͤmmungshalbmeſſer p der Ellipſe in dem Punkte Mm 
a (1 — 2) ‚ 
(1 — # sin? w)* 


wird. Differentiirt man die vorhergehenden Ausdrüde von x und y in 
Beziehung auf w, und fubftituirt dann dDiefe Werthe von dx und dy 
in der Gleichung 

Ä ds = VYdx: + dy:, 
fo erhält man 
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[ ! 
h- a (1 -)de , 
(1 — 8 sin 20)° \ 
woraus zugleich folgt, daß für die Eurven der ziweyten Orduung auch 
ds =p.do 


if. Entwidelt man aber in dieſem Ausdrude von ds die Wurzelgröße 


(1— & sin? 0) nad) dem Binom, und integrirt man dann die 
einzelnen Glieder, wie zuvor, fo erhält man, wenn man der Kürze 
wegen febt i 
am 7/⸗ B = —a, y=—Bß, sa rufm 


für den eliptifchen Bogen AM —= s oder für 


"Z=(litee+ße tree tiert...) \ 
— (ae + Be — ye + de -...... ) nin. cos. 
- 6 re +34 + ern ne...)Sin?!w cos.w 
.......... .. )ainta cone 


Anne Jena come 
u. f f N 
Zür == 90° verfchwinden alle Ölieder diefer Reihen, außer den 
erſten, und wenn man dann dieſes Glied vier Mal nimmt, fo erhält 
man für den Umfang der ganzen Eipfe den Ausdrud 


sht.x 





Elan tBetre tet... 
$. 177. (Restification der Gnperbel.) Zür diefe Curve Hat 
„man . 5 n_ ur alle and 
J— md de= yzzen, 
wenn e = geſetzt wird. | 





a2 * b2 
Entwidelt man die Wurgelgröße Vx? — et a: nad dem Binom, 
fo erhält man 


\ \ 
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fo daß dann bie einzelnen: lieder [ in welche ds aufgeloͤſt wird, alle 


die Form 
dx 


ımyYı a 
erhalten, wo m eine ungerade Zahl if. Man Bat. aber aus dem Vor⸗ 
bergebenden 


dx — ı — a? 
S; Va "(m ı) a? ® —— 
m—32 dx 
* (im — 1) a⸗ Sr 
durch welchen Ausdruck man endlich auf das Glied , 


dx 1, a x 
— — = -arc. cos. - - Oder — aarc. sec. — - 


timmt. Nimmt man bie angezeigte Entoitung vor, und ir man 
der Kürze wegen 


1.2.3 1.2.3.5 
=, =. et, ’_= Re 72 
fo erhält man für den gefuchten byperbolifhen Bogen, von dem Schei⸗ 
tel der Euroe gezählt, wo x—a iſt/ den folgenden Ausdruck | 


(a " Ben x? mır8 „Tr a’. 
8 a — 
' 1 a 6 ar 5.3 a? ' 
— KA EEE)... 


1.3.5 





— e[a+:Be — +27 de +... a ar0.sec. =, . 

Sept man auch hier, wie bey F Ellipſe, x — a rin. und 
y=byY-ı.cosp, fo erhält man für den Bogen der Hyperbel 

s = fady. Yıesin?p, 
wo a? —-b? = a? e? ill. 

Man fieht, daß die elliprifhen und hpperbolifchen Bogen eine 
eigene Klaffe tranfcendenter Größen bilden, da fie aus einer unendlis 
hen Reihe von Sliedern beitehen, deren jedes felbft wieder eine unend⸗ 
lihe Reihe if. Die Parabel iſt, wie wir gefehen haben, durch einen 
einfachen logarithmifchen Ausdruck rectificabel, aber nicht die beyden 
andern Eurven der zweyten Ordnung, die weder unmittelbar von dem 
Kreiſe, noch von den Logarichmen abhängen. 

22 * 


‘ J 
.- 
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$. 178. (Rectification der höheren Parabeln.) Diefe Cur- 
ven haben die Gleichung | 


xm=a.y”, | 

wo m eine ganze oder gebrochene pofitive Zahl bezeichnet. Daraus folgt 
de = dyVı Femye-, 

und das Integral diefes Ausdruds ir nach dem Vorbergehenden, al: 

gebraifch, wenn m gleih 2, 3, 5, + + iſt. | 

Sürm=tifi!=aty,, oder, wenn man - ſtatt a? ſetzt, 


ax2 — y? die Gleichung der Neil'ſchen Parabel. gr fie iſt 


alfo auch 


$. 179. (Rectification der Ciffois.) Kür fie hat man die 
Gieichung (Einl. $. 14, Big. 6) 


PR 














yPla—ı)=*. 
Dieß gibt 
— adı va’: 
d= 7. -, a—ı 
Segt man nn = = u?, fo folgt 
a aaundu 
| ur und dem at 
alfo auch | 
au?du Sadu 
dı = 13 * du + 7 3’ 
und davon " das integral 
= aut :aY3. lug. — — * + Const. 


Iſt emo für x=o oder für us fo ift die Conſtante dei 
Integration 








Const, = — 2a — tay33.. log. - 


2 3, 
und daher 
(r+v3) uva 
* 5 V uꝛ — 3 | 


wo man ftatt u feinen Werth — 2* ſubſtituiren kann. 
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$. 180, (Rectification der Evolute der Ellipfe) Fuͤr 
diefe Curve haben wir oben ($.99,' III., Sig. ı8) die Gleichung er: 
balten 


a 


+0 -6-9. 


Setzt man der Kürze wegen 


at — b? 


8 
5 = c ud (£) m. us 





b 
fo hat man 


woraus fofort folgt 





3 
3 


’ 





ds = dx ı—m + mictx” 


wovon, nady $ 141 , das Integral rational if. Man findet 


[e-=9 x’ —- m? &]' + Const. 


1 





1— m’ 
” e - 30 i 
so fürx=o, ſo iſt Cont. = — — 


/ 


1— m" 


$. 181. (Restification derfelben Curve für m=ı.) Wit 

diefer Eurve ift diejenige nahe verwandt,. deren Oleihung » 
on Sry 
iſt. Man findet fie als Auflöfung des folgenden Probleme. 

Eine Gerade von gegebener Länge a bewege fich fo, daß ihre 
beyden Endpunfte immer auf den Schenfeln eines rechten Winkels bleis 
ben. ran fuche die Eurve, welche diefe Gerade in allen ihren Lagen 
berührt, oder was dasſelbe ift, die Curve, welche durch die auf eins 
ander folgeuden Durchſchnitte dieſer beweglichen Geraden entſteht. 

Sind die Schenkel des rechten Winkels zugleich die Axen der 
Toordinaten x und y, und iſt der Scheitel des Winkels der Anfang 
der Coordinaten, fo hat man für die Größe der gegebenen Geraden 


xds yds S 
Er Tr VE 
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oder auch, dba ds? = dx! 4 dy? ifl, 
dı? dx dx 
xdyds yds ady 
Diefer Gleichung Differential, für ein wnſlames dx, it 














xds d2y xdy _ 
I a ia rt +(# Ze 
28 dyd?y., 
‘oder da = = 1775 ift, 
xds d?y . dy dıy 
ea — 35* — 7) dx" ds . 


Da die letzte Gleichung dur SI I theilbar iſt, fo iſt fie den fol 
genden zwey Gleichungen gleidgeltend 











d?y 
Te =o im 
* —⸗ 402— )z2 — == 0. 0 (II.) 


Die *. dieſer zwey Gleichungen gibt nach einer doppelten Inte 
gration 
 y=-(Cı+ c 
wo C und C’.conftante Größen bezeichnen. Diefe Gleichung gehört 
alfo für eine gerade und zwar für die gegebene gerade Linie a ſelbſt. 
Wenn man aber die beyden Gleichungen (J.) und (II.) im 30 


fammenhange betrachtet, und aus ihnen die Conſtante a eliminirt, je 
erhält man 


wovon dad 9 Integral ift 


x +. y = Const. ; 
‘ Es ift aber ya für x=o, alſo hat man fuͤr die geſuchn 
Gleichung der Curve 
FL yo al, BE s 
Die Seftalt derfelben ift nahe die in Fig. ı8 gegebene. 


Um nod) die Rectification diefer Curve zu finden, fo ift das Die 
rential der legten Gleichung 


—idx + y"°dy = 6, 
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alfo auch 
=(‘) dx oder s = ıy ax? - Const. 


St s=o für x0, ſo verfhwindet auch diefe Eonflante, 
und man hat 


sm! Var: oder wid s — 2 4 J — 0 . 


$. 182. (Rectification der tranſcendenten Curven.) Fuͤr 
die —5— hat man 


x a log. yı 
alſo ift auch 
ds = = Va? +y%), 
wovon dad Integral ift 
s— Va Prater c, 
Sty=bfürs= 0, ſo iſt die Con daut⸗ der Integration 


—E— FBr — a 10 ER. 
Diefelbe Gleichung x = a log.y gibt au . . 


2 dy ı > 
— a zn GEB om a 
y = 6 oder dx —— a @ + 


Setzt man aber 2 = tang.w, fo ift 








do Ei und dx = ade , 
008. # ain. c08.w 
alfo auch 
= de 
er ma al coS. 
Da aber 
ı _ 1 81n. 
N . sin.» cos.?w *— un + 008.20 und 
—— — log. tang. — ‚ e= = — ifl, 
sin, cos.? cos. a 


fo Bat man auch für den heſuchten Bogen 
saa (— —- log. tang. - ) -+- Const. 
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1. Für die Eycloid hat man (Einl, $.22, I) 
y==aarc.cos. ( — 2) + Var, 
wo (Big. 26) CQ = = x, QM =y ill. Dieß gibt 


(a—ı) dx 3a 
d ——— — und ds = dx — 
Vaax— x x ’ 


ſo daß man daher hat 


—— 03 


s == 2 Vaax, 
wo s mit x zugleich verfchwindet. Füuͤr x 24 iſt s — 42, all 
iſt auch der ganze Bogen der Cyclois 
ACB=B8a. 
Auch findet man aus den beyden Öleichungen ($. 174) 
x=a(p—sin.p) und y= a (ı — cos.p) 


für ds = Ydx? + dy? den Ausdrud 
ds = aadpsin.tY, alfo ah = — 40 cos. + C. 


\ 


Sfts=o für go ſo it C= 4a und daher 
s = Aa (1 — cos. 29) = Basin.!;y. 
Für = x iſt c0s.29 = o, alfo aud die Hälfte des ganjen 
elliptifchen Bogens gleih 4a, wie zuvor. 
11. Für die Evolvente des Kreifes endlich hatten wir oben 
(1.99, IV.) 
x=ac08.p 4 ap sin.p und y= asin.p — ap cosP. 
Dieß gibt fofort 
ds = apdp, alfo auch s = ap. 


$. 183. (Restification für Polafcoordinaten) Da für folde 
Goortinaten dad Differential ded Bogens 
ds = vdr? + r2d»? 


ift (6. 93, IM.), fo hat man für die Archimedifche Spirale, dere 
Gleichung ($.23, IL.) 


war, aud fofort 


% 
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= = fd». Var oder 
m? Yı s ‚log. + vVı$r) 


wenn s mit » verſchwindet. 
Zür die logarithmifche Spirale it r == a”, alfo auch 


ds = a’dv.. Yıtlog?a oder 
Vı-log.ra 
" jog. a . 
wenn wieder s mit r zugleich verfchwindet. Iſt log.a = ı, fo if 
s=r v3. . 





' 


6. 184. (Auffindung reetificabler Curven.) um folhe Eur: 
ven gu finden, für welche der Ausdrud von ds = Ydx--dy: ein 
algebraifches Integral gibt, hat man, wenn dy==pdx gefegt wird, 

| — yırp. 

Es ift aber der allgemeine Ausdrud fr die Ordinate 

y=fpdx der y=px— fxdp, 
und eben fo ift aud) 


pxdp ’ “ 
s = x 4 2 — Il 
Vı--Pp — 


Dieſe beyden Integralien kann man als Funktionen einer ande⸗ 
ren veränderlichen Größe u anſehen. mm man dann an 


fx dp — P ww = Q, 





— 
ſo hat man 


7 y=px—P ww s=xyYı+p—Q 
wo die Conſtante der Integration noch zu beftimmen it. 


Da aber xdp = dP md HE dQ ift, fo m 


ı + p® 
man auch ’ 
pdP=dQ VYıyzp und PS ee 


Nimmt man nun für P und Q zwey Funktionen von u an, fo 
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wird auch p und dp und daher auch x durch u auögebrüdt 
können, fo wie auch y durch die Gleichung 

y=px-—P. 


— * 


Eliminirt man aber dann aus dieſen Werthen von x und 
Groͤße u, fo findet man die geſuchte Gleichung der rectificablen 
zwifchen x und y, und daraus aud) den Bogen s derfelben du 


Gleichung 
=ryı4r —Q. 
Ex. Iſt P=u und Q=-, foit dP=du, dQ=! 





ü —2 1 
— dp — a (aꝰ — ’du, x= * (*— 


p= 


us 
und y„ÄA-o 


Eliminirt man die Größe u aus den beyden letzten Gleichung 
fo erhält man 
x’ + y® = a’, 


wie in $. 18T, woraus man dann den Bogen s entweder durch 


8 
s = [vdx?-H-dy? ? Yax? 4- Const,, 
oder auch durch die Gleichung erhält, 


1eviIE-Q 


De 





| XXXI. 
Complanation der Flächen. 


$. 185. (Kotationsflächen.) Wenn eine Curve OMN ($i 
33) fi um eine Gerade OC dreht, fo befchreibt jeder Punft M dr 
felben einen Kreis, deflen Ebene fenfrecht auf der NRotationdare O 
und deffen Mittelpunkt in einem Punfte B diefer Are liegt. Iſt al 
AB=x und BM==y der Halbmeffer diefes Kreifes, fo ji der Un 


. fang desfelben gleich axy,. wo die Are der x zugleidy die Rotation 


axe der Eurge if. Dieß vorauögefept, wird dad Element MN=! 


« 
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Bogens diefer Curve die Oberfläche eines abgekuͤrzten Kegels be: 
eiben, deſſen eine Grundfläche den Umfang 2xy hat, und das 
ment der Oberfläche des fo, durch Rotation einer Curve um die 
e der x entfiehenden Körpers wird feyn 

® = 3x fyrds N 
ds? = dx? + dy? iſt. 

Die Complanation der Zlächen ige in der Beſtimmung dieſes 
erthes von 9, 

Ex. I. gür die Ellipſe hat man die Gleichung, wenn die Ab⸗ 
iſſen x auf der großen Are 2a von dem n Mittelpunfte genommen 
den we 

Bi; 
y\ ——) a a? — x”, 


Wird dieſe Ellipſe um die Ar⸗ der x, alfo, um ihre große ? Ye ges 
dreht, fo hat man, wenn ea: — b? iſt, 


— — — 24212 
ds =ydspar — dx Va ur 


2* fras, — — ſax Vat —- eꝰ x. 
Das Jategral dieſes Ausdrudes iſt — | 
o= 2 VeZeRr + 8 ine. sin. —. 


Diefed Integral von x=o be x— u doppelt. genommen, 
gibt für die Oberfläche des ganzen verlängerten. Spharoids oo. 


abxz + 

Nimmt man e — 0 oder ab, fo. wird arc.sin.eem 1, 
und daher die Oberfläche ber Kugel; deren Galbmefer a iſt, gleich 
kat, 

Ex. 1. erden aber die Abfeiffen x. Auf der Fleinen Are ab 
wieder vom Mittelpunfte genommen, fo iſt die. Bleihung der Ellipſe 

=: Vbe—x, __ 

alfo auch), wenn wieder at e? = a? — bi iſt, 


® = 3x [yds =. füx vb Fateix. 


f 


und daher 





2 ab æ 
arc. sin. e. 
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Davon ift aber das Integral 


=. Vb!--ae 4 Tlog.(aex+ V b* -F ate?x?) 4 Const. 


Soll © mit x zugleich verſchwinden, ſo iſt 








Const. = — „b’r log.b. 


Setzt man in diefem Ausdrude ner x=-+ b un dem 
x=—b, fo erhält man für die Differenz dieſer begden Werthe, 
d. 5. für die Oberfläche des an abgeplatteten Sphäroide 

ga’x +2 lo 08.7. - „re <. 


gür e=o oder.für a=b in! log. It: — = 3, alfo iſt 


auch die Oberfläche der Kugel, deren Salbmeifer a ift, gleich Aatz, 
wie zuvor. 

Ex. III. $ür die Parabel, deren Gleichung y? = ax, hat man, 
wenn fie ſich um bie Are der x dreht, 


= ar fyis — x [dx Va? -hax, 





alfo auch 
= 7 2 (a + äas)" — ; az, 
wenn © mit'x nei verfchwindet. | 
Nimmt man aber die Ordinäte y auf der- Tangente der Parabel 
im . Ceitel derfelbien,? und iſt diefe Tangente die Are der Abfeiffen und 
zugleich die Drehungsare der Kurve, ſo iſt Io 
= ax Sxds oder = x fAx Vax-t ax”, 


und’ davon ift das Itegräl, wenn a — 8b gefegt wird, 
E = x (b-+x) Vabıte — abi log ———— —— — te, 


wenn 8 mit'x verſchwĩadet. | | | 


"Ex. IV. Für die Hyperbel hat man 
xy — 3a42 oder 2-2, 


und daher 


® =.2x (yds = 2 Zvae Fee 
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Setzt man SI = tang.w, fo ift 
. 
x? — — _ und dx — — — —, 
atang.o x »sin.@ COS. 
alfo auch 
J 7 _ a?r de 


— e ⸗ 0 
2 sin.» Cos.?o 


Dergleicht man diefen Ausdrud Mit dem in $. 182 erhaltenen, 
fo fieht man, daß dieſe von dem hpperbolifchen Bogen durch Rotation 
erzeugte Flaͤche gleich dem Produfte der Oberfläche eines Halbkreiſes 
des Radius a in den Bogen der Curve y er if. 

Ex. V. Die Eyclois (Sig. 26) drehe fih um die Are CD. Iſt 
CQ=x und QM=;y, fo hat man 


y=a are. con. (1 =) + Vaax— xt, 


ay Rmdı und ds = dx —. 


Vaaı— x | | 
Dieß vorausgeſetzt ift die gefuchte Oberfläche der Eycloid 


2 d 
9 —=ar. (2 a)° ot 


alfo auch 


welches Integral für x = verſchwinden ſoll. Integrirt man theil⸗ 
weiſe und ſubſtituirt den vorhergehenden Werth von dy, fo iſt 


G=4xy Vaax— hr (23)* . fax Vaa — x, 
alſo auch 8 
amıhryy Jax + aaa) - Zur 


Für den halben Bogen CA der Cyclois it x=sa und y=ar, 


alfo auch 
® = 8a?x (= — ) 


Wenn ſich aber der Bogen-CM der Cyelois um eine durch den 
Punft C mit der Geraden AB parallele Are dreht, fo fey die auf 
diefer Are genommene Abfeijfe gleich x und die von M auf diefe Are 
gezogene Senfrechte gleih y. Dann wird man, wenn man die vors 
bergebende Differentialgleichung der Cyelois 


diyo and , 


Vaax — 12 
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bepbehalten will, für die gefuchte Rotations⸗Flaͤche den allgemeinen 
Ausdrud haben 
G == ar [xds, 


oder da ds = dx V= ift, 
Bar fäx Vaax, alfo auch 
® =“: . Vaax, 


wenn wießer 5 mit x zugleich verfchwindet. Fur die Halbe Eyclois 
CAiftxe 2a, y=az und baher . 


8 = = a? æ 


für die convere Flaͤche, welche durch die Umdrehung des Bogend CMA 
um eine Are entfteht, die Durch C mit AB parallel gezogen wird. 


Eben fo findet man für die Logiftif, deren Gleichung y = e* iſt, 
G —a!xr Er 4 log. tang. (= + -)] + Const,, 


wenn man I tang.» oder x — a log. tang. + a log. a 


fest, wie in $. 18a, 





N 


Die Kettenlinie, deren Oleihung y=: a [* + eo] 
ift, gibt . 
as yo 4x [z+:2(e + *)J- 


$. 186. (Eomplanation der Flächen überhaupt.) um zu 
dem allgemeinen Ausdrucke des Blächeninhaltes einer krummen Ober 
fläche zu gelangen, fann man ſich (wie in Sig. 42, $. 114) diefe Ober: 
fläche durch unendlich nahe Ebenen getheilt vorftellen, von welchen die 


eine, z. B. MM’Q'Q, mit der Ebene der xz, und die anderen, wie 


MNRP, mit der Ebene der yz parallel find. Diefe Ebenen theilen 
die coordinirte Ebene der xy in unendlich Fleine Rechtele QQ’RR', 


deren Slächeninhalt gleich dxdy ift. Jedes diefer Nechtede iſt aber 
die Projektion ded ihm entfprechenden Recht MNM’N’, in welche, 


durch die erwähnten zwey Syſteme von Ebenen, die gegebene Ober: 
fläche felbft getheilt wird. Nennt man daher d 0 dad Element MNM/N’ 





diefer Fläche, und bezeichnet man durch n den Winfel, unter welchem 
die Bläche diefes Elementes gegen eine mit der Ebene der xy paralles 
len Ebene geneigt ift, fo hat man 

dxdy=ds. cos.n. 

Mlein diefe Neigung n des Elementes d5 gegen die Ebene der 
xy ijt identifh mit dem Winfel, welchen die in dem Punfte M die 
Släche tangirende Ebene mit der coordinirten Ebene der xy bildet. 
Allein nad dem Vorhergehenden ($. 116, I.) Hat man 


ı 
cOos. n ==> 


Vıi+P+@ Ä 
wenn p (2) und « gy= (a die partiellen Differentialeoefficien« 
ten der Gleichung der Fläche find, alfo ift auch 

ds = dedy .Vı tet 


welcher Ausdruck zwey Mal, in Beziehung auf x und dann in Beier 
bung auf y, oder umgefehrt,, integrirt werden muß. 
Ex. I. Für die Kugel des Halbmeflerd a Hat man 


x +y2 422 42%, alfo aud 
p=—- =, qQ=— z und Vı+p+g = - 
Wir * demnach 


dx Yırp +g = (a 


— — 


⸗ 


welcher Ausdruck in Beziehung auf x zu integriren iſt, fo daß y als 
eine conflante Größe. betrachtet wird. Sept man der Kürze wegen 
a — yt al, fo ift diefed Integral \ Ä 

a [== a aro,sin.—. 

Iſt nun in A (Fig.42) der Mittelpunkt der Kugel, und find 
AX, AY, AZ die drey als pofitiv vorausgefehten Hälften der drey 
Coordinatenaren, fo wird man bemerfen, daß man, fo fern man von 
der Wurzelgröße + Va? — x? — y? nur das pofitive Zeichen ges 
nommen bat, auch nur den über der Ebene XKAY der xy enthal« 
tenen Theil der Kugelflaͤche erhalten tan und daß, von diefem Theile, 


dad gefundene Integral a arc. sin, — gleihfam die Summe aller. der 
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Elemente MNM‘N’ oder die Bone darftellt, die zwifchen den zwey 
der xzt parallelen Ebenen M/’Q’QU und NYR/RY Tiegen und zu 
‚ der Abfeiffe AP = QYQ —x gehören, für welde die Ordinate 
PQ=AQ"=y überall diefelbe oder conftant if. Nimmt man 
nun diefe Zone, oder, was dadfelbe ift, nimmt man diefes Integral 
von x=o bb x=a, d. h. nimmt man ed von der Ebene WAZ, 
zu der x 0 gehört, bid zu der ihr parallelen Ebene, die zu 
x—=a — Ya— y?, oder endlih, nimmt man diefe Zone von dem 
böchften Punkte derfelben, über der Ebene xy, biß dort, wo fie diefe 
Ebene xy fchneidet, fo erhält man für die Oberfläche diefer Zone deu 


Ausdrud 
fıxVvı te +g=t:ax 


"WIN man dann die Summe aller diefer Zonen haben, die zwi⸗ 
fhen der Ebene NNR’/R“ und der Ebene XAZ der xz enthalten 
find, d. h. will man den Xheil der Oberfläche der Kugel haben, deſſen 
Projektion in xy dad Rehted AP/R’R“ iſt, fo hat man 
s=ffiy.d.vıye+amfiy. fieVı$p rg 

= fZaxr.dy=!ary, 
und nimmt man dieſes Integral von y=o bis y=a, fo erhält 


man für den vierten Theil der über der Ebene liegenden Hälfte der 
Kugelfläche 


? a æ, 
und daher, wenn man dieſen Werth achtmal nimmt, für Die Ober: 
fläche der goejen Kugel den Ausdruck 

4a? æ, wie zuvor. 

Ex. li. Ein Kegel, deſſen Are in der Are der z und deſſen 
Mittelpunft der Freisförmigen Baſis im Anfange der Coordinaten Liegt, 
bat zur Gleichung 

bb lan) 
wo a der Halbmeſſer der Baſis und b die Höhe des Kegels if. 
Dieß gibt 


— — X _ by und 
i aVertp ayı+y 


VFFFr=iVerD 
fo daß man daher Bat 





— Ver Fb: fäx . fäy = - var 4 ð fy dx, 


oder, wenn man, wie zuvor, dieſes Integral vn y= o bie 


ya Var — xt nimm 
= - Ver bt fdx Va, 
oder, wenn man integeitt, . 
e6= — — Var+bi. [x Va? x? 4 a? aro. sin. a2], 9 


wenn © mit x verſchwindet. 

Dieſer Ausdruck gibt alſo denjenigen Sprit der Oberfläche des . 
Kegels, der von zwey parallelen, auf der Are der x ſenkrechten Ebe⸗ 
nen begrängt wird, von welchen die eine die Ebene x⸗ ſelbſt iſt, und die 
andere von ihr um die Groͤße x abſteht. 

Wird daher dieſes Integral von x 0 bis xoa genommen, 
fo erhält man den vierten Theil der Oberfläche des Kegels, alſo iſt 
auch dieſe ganze Kegelflaͤche, ohne die Bafis, gleich 

hax Var br en F 

q. 187. (Allgemeine Complanation Durch Veränderung 

der Dariablen.). Da, die Integration des allgemeinen Ausdruckes 


se (fürd.vyırehle. , | 

mit dem aus der gegebenen Gleichung der Flaͤche erhaltenen. Mertpe 
von x, y, z und p, q oft greßen Schwierigkeiten ‚uuterworfen ‚ift, 
fo wird ed nüglich feyn, eine Methode zu Fennen, wodurch man diefen 
Ausdrud auf einen anderen zurückführen fann, der von willfürlichen 
Variablen 5 und $» abhängt, die man daher-fo, wählen fonn, daß 
die Integration dadurch erleichtert wird. — *14 

Es ſey zu dieſem Zwecke ts) 

dx = Pdp + Qdy um dy = Pidyp v Q’dy, 

Da nun der vorhergehende Ausdrud von 5 feine Natur nach fo 
befchaffen ift, daß die erfte Integration besfelben, - 3 B. nad x, die 
Größe y conſtant voraudfegt, fo wird man, um dad Produft dxdy 
ju erhalten, nicht die beyden legten Werthe von dx und dy: ohn⸗ 
weitered durch einander multipliciren, ſondern man wird annehmen 


müſſen, daß die beyden Gleichungen 
Littrow's Ant. 4. höh. Math. 23 


x 
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dx = Pdp + Qdy md o=P’/dp + Qdy 
zufammen beſtehen. &ubftituirt man dann den Werth von d» aus 
der ranepten diefer Gleichungen in der eriten, fo dat man 


PQ’—P Q 
dx = — do, 
F 9 
Stellen wir dann den vorhergehenden Ausdruck von © der Kürje 


wegen fo dar 
= ffU dxd y 
fo wird, man haben 


Udrdy — EI FO yapay, 


und djefer Ausdruck wird ſich auf die Variablen y und 9 beziehen, 
wenn man, mittelft der gegebenen Relationen, die Größe % eliminirt. 
»Unm aber dann auch noch die Größe dy zu entfernen, wird man, 


in dem Werthe diefer Größe, d9 = o machen, wodurd man erhält 


dy = Q'dy, 
ud fomit den gefuchten Ausdrud 
= ([U (PQ’— PQ) dpdy 
erhalten. 
Ex. Für dad emp mit dren Auen hat m man die Gleichung 
Fr =+% _. = 1. 
Nimmt man, wie oben ($. ud, die. Größen p- ‚and + fo an, 


diß man hat 
"x=sasinpcos.y, y=bsinp sing, 8=c co. 
fo iſt u | 
Me P = acos.p cos. p, 
=—asin.Pp sin.Y, 

P b cos.9 sin. P, 

Q’=  bsin.p cos. Y, 
-P = FR == ab sin.9 0os. 9 


Es iſt aber 
® = ffäxdy ARTE Vı+Sä+er, 
ifo auch 

#=ab SfApdy sin. Pcos. 9 








c? sin.29 cos.2% 


. — ro + 


e?sin2esin.2% 
b2 cos.2o 








/ 
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oder, was basfelbe ift, 

9 = ab ffäpdyein. Vı- ( eoa p-reinzy) sin.2 9, 
Setzt man in der Wurzelgröße' diefes Ausdrudes ſtatt ı deffen 

Werth sin.?$ 4 cos.?Y», fo erhält man, nach einigen nfadıen Res 

duftionen 


5 = ab Sfapdy sin.o. ı — (A!cos?# + en sin.? 9, 


2° — co? b?—c! , 
und. B? = - * iſt. 
Sept man, um noch mehr abzukuͤrzen, 


G.== Arcos?$ + B?sin. nz 








wo A?’ — 


fo erhält man Ä 
?=ab Sfdpd%Y sin.p ers 

Loͤſt man endlich diefe Wurgelgröße nad) dem Binom auf, fo era 
hält man eine Reihe, deren einzelne Glieder man nach dem Vorher⸗ 
gehenden ohne Anſtand integriren wird. 


$. 188, (Complanation der Flächen nach Guldin's Re- 
gel.) Wir haben oben ($. 185) für die Oberfläche 5 derjenigen Kör⸗ 
per, die durch die Rotation einer Curve um eine in ihren Ebenen Ties 
gende Gerade, ald Are, die zugleich die Abfeiffenare ift, entitehen, 
den Auddrud gefunden 

6 = 2x fyds. 

Allein in der Lehre des Sleichgewichted der Körper oder in der 
Statik wird gezeigt, daß die Coordinaten X, Y ded Schwerpunftes 
einer ebenen Curve, auf diefelbe Eoordinatenare bezogen, die erthe 
haben 


x 


-# und ri 


wo s oder ſds die Länge der erwähnten Curve oder die Peripherie 
des von ihr eingefchloilenen Raumes bezeichnet. Subſtituirt man den 
Werth von fyds aus der zweyten diefer Gleichungen in den vorher 
zehenden Werth von ©, fo erhaͤlt man 

 aa9xr.Y\s 


Diefer Ausdruck wird uns alfo ein fehr bequemes Mittel geben, 
He Oberflaͤche 5 ſolcher Körper zu beſtimmen, die durch Rotation 


iner geſchloſſenen Curve oder Figur entſtanden iſt, deren Umfang ⸗ 


23* 
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und deren fenfrechte Entfernung Y ded Schwerpunftes von der Note 
tiondare man bereit Fennt, wie dieß z. B. bey dem Kreife, der KElipfe, | 
bey den regelmäßigen Vielecken u. f. der Fall ift, wo der Schwerpunkt 
befanntlich ia die Mitte derfelben fällt. — Diefed Theorem hat der 
Sefuit Guldin i. 3. 1640 befannt gemacht, obſchon bereitd Pay 
pus, der im vierten Jahrhundert n. Ch. in Alerandrien lebte, das: 
felbe in feinen Schriften erwähnt hatte. 
EX. J. Sey AD ($ig.48) ein Rechteck, deſſen Seiten 
AB=CD=ı md AC=BD=b. 


Sey ferner EP a die fenfrechte Entfernung der Seite CD 
von der Rotationdare PX und G der Schwerpunft ded Nechtedes. 
Da diefer Schwerpimft in dem Durchfchnirte der beyden Diagonalen 
des Nechteded Tiegt, fo ift feine Entfernung von der Rotationsare 
Y=PGe=:b-+c, Der Umfang des Rechteckes aber ii s = 
a(a-+-b), alfo iſt aud) die Oberfläche © des durch die Rotation dieſes 
Rechteckes um die Are PX entflandenen Körperd 

$=2x2.Ys = 2x (a-+b) (b-+ sc). | 

gür c=oift ?=2bx (a-+-b) die Oberfläche eines Cylin- 

derd, deilen Höhe a und deſſen Halbmeſſer der Baſis b ift, die bey 
den Grundflaͤchen mitgezäplt. 

Man bemerkt von ſelbſt, daß dieſe Flaͤche 5 dieſelbe bleibt, wenn 
auch dad Rechteck vor feiner Drehung eine andere Lage gegen die Are 
PX bat, wenn nur der Ort ded Schwerpunftes G derfelbe bleibt. 

Auch fept dieſer Ausdrud von © voraus, daß die erzeugende 
Curve die Rotationdare PX nicht fchneide, weil fonft die zwey Theik 
der Curve, vou welchen der eine über und der andere unter der Rote 
tionsarxe liegt, jeder für fi eine eigene Oberfläche ergeugt, deren 

. Differenz dann durd) die Sleihung 
®=ıx.Ys 


ausgedrückt wird. Geht 3. B. die mit PX parallele Rotationsare 
duch den Punft P, und fegt man wieder EP’ = c und wie zur 
GE=:b, fpills=2(ca+b)ws=GP—=:b— , 
alfo auch 





9=ır,Ys=2r(a+b)(b— ac), 


und dieß iſt der Ausdruck der Differenz der beyden Cylinder, die durch 
die Rotation der Rechtecke AD’ und CD’ um die Are CD’ ax 
ſtehen. 
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Ex. I. Gin regelmäßiged Zünfet ABD (fig. 49) drehe ſich 
m, die Are PX. Sy AG =—a der Kalbmeiler des umfchriebenen 
rreifes, fo iſt die Seite des Fünfeckes 


AB=a Vz 


ılfo auch das Loth GE = VAG:— AB? oder 
GE=ta YLU, 


2 
Iſt endlich PE = c die Entfernung der Eeite des Fünfeckes 
von der Drehungsaxe, ſo iſt — 5. AB und Y=c-+GE, alſo 
nuch die Oberfläche des durch Rotation des Polygons entflandenen 
Körpers | 


— v5 5 5 

® = ı0acCxz v=r+see v. 
4 m“ 64 v5 
— Lo 03 2 4 . 
Sürc=o if S—=B5atx ve 


Ex. III. Iſt endlich CP = c die Entfernung des Mittelpunf: 
tes eines Kreifes des Halbmeſſers a von der Notationdare PX (Big. 
50), fo it Y=c und s= gar, alfo auch die Oberfläche des durch 
ie Rotation ded Kreifed erzeugten Körpers 


= dacr. 








‚ Berührt ber Kreis die Notationdare, fo it c = a, alfo auch 
9 =4 a? æ2. 


1. Der vorhergehende Ausdruck © = 2x fyds bezieht ſich auf 
vie Fläche, die durch Notation einer Eurve, deren Gleichung y = fx 
ft, um die Are der x entfteht. Iſt aber die Gleichung diefer Eurve 
r=b-+ fx, wo b eine pofitive Conftante bezeichnet, fo wird der 
vorhergehende Ausdrud in den folgenden übergeben 

9 = arfib+y)ds der = at aber. 


Drebt fi) alfo eine Eurve zuerſt um irgend eine Are, nud dann 
um eine andere, die mit der eriten parallel und von ihr um die Diſtanz 
b entfernt ift, fo wird die Differenz der zwey fo erzeugten Slächen 
gleich feyn dem Produfte der ergeugenden Curve in die Peripherie eines 
Kreiſes, deſſen Halbmeſſer die Diftanz der beyden Rotationdaren iſt, 
voraudgefept, daß die beyden Aren den erzeugenden Bogen der Curve 
nicht fchneiden, und daß fie beyde auf derfelben Seite diefes Bogend 
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liegen. — Liegen aber diefe Aren auf verfchiedenen Seiten des erjen 
genden Bogens der Eurve, fo findet mar 
+ 6=.abx.s, 
oder dann ift die Summe der beyden fo erzeugten Flächen dad Pre 


duft des erzeugenden Bogeno in die Peripherie des Kreiſes, deſſen 
Halbmeffer die Diftanz der beyden Aren ift. 


—XXX 





XXXII. 
Cubatur der Körper. 





$. 189. (Rotationsflächen.) Nehmen wir wieder zuerſt an, 
daß die Curve OMN (Fig. 33) fi um die Are OC der x drehe, fo 
wird jede Ordinate BM=y eines Punftes M der Eurve die Flaͤche 
eined Kreifes befchreiben, deffen Mittelpunft B in der Notationdare, 
und deifen Halbmeifer y ift. Die Fläche diefed Kreifes wird daher gleich 
y?.x feyn. Eben fo wird auch die Ordinate CN=y--dy des naͤchſt 
folgenden Punktes N der Eurve einen Kreis befchreiben,, deſſen Flaͤcht 
(+dy)?.x if. Die zwifhen diefen beyden Ordinaten enthalten 
Slähe BCMN der Eurve aber wird einen Eylinder beſchreiben, deſſen 
Baſis im Mittel ein Kreis der Flaͤche gleih (y+*dy)?.x, oder was 
dasſelbe ift, gleich y?x, und deffen Höhe gleih BC=dx, deſſen 
Pörperlicher Inhalt oder deifen Volum alfo gleih yꝛ. æ d x ſeyn wird. 
Da nun der ganze, durch die Rotation der Curve um die Are der x 
entflandene Körper bloß aus folchen Eylindern zufammengefegt gedacht 
werden fann, oder da jeder diefer Eylinder gleichſam das Element des 
gefuchten Körpers ift, fo wird man für den Pörperlihen Rauminhalt, 
oder ned dad Volum V des Körpers den allgemeinen Auddrud haben: 

vV=z/[y:dr. 

‚Ex. I. Der fentrechte Kegel mit freisförmiger Baſis entitebt durch 
die Umdrehung eines rechtwinkligen Dreyecks CPM (Big. 1) um ein 
feiner Catheten CP. Iſt CA=x, AB=y, CP=s und PM=!b: 


wo b der Halbmeiler der me, und a die Hoͤbe des Kegels iſt, ſe 
hat man 
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alfo auch u | 





wenn V mit x verfchwindet. Für x 4 ift dad Volum ded ganzen 
Kegeld u ' 
V= ;ab!«. 

Ex. II. Für die Parabel ift y: = ax, alfo ift auch dad Volum 
bes Körperd, der durch Notation der Parabel um die Are der x 
entfleht: 

\ V=arfıdı = !x.y? oXW4 „oa. 

wenn wieder V mit x verfchwindet. ' 

Ex. III. Gür die Hpperben iſt 


— — 
wo (Fig. 44) —R qu yift. Dieß gibt ſofort 
Vo "T ftaax +x22)dx = !rıy? 4 zubrxe, x. 


Der erſte Zheil diefed Ausdruds ift der von’ dem geradlinigen - 
Dreyede AND befchriebene Kegel, der entfteht, wenn ſich dieſes Dreyeck 
um die Are AQ dreht. Der zweyte Theil ift daher das Volum, wel: 
ches das hyperboliſche Segment während der Drehung beſchreibt, das 
von der Sehne AN und von dem Bogen AN begraͤnzt iſt. 

Sey CR ſentrecht auf CQ, und NR mit CR parallel... IA 
CQ=RN=x und CR= N= y, fo iſt die Gleichung der Hyperbel 


Dreht ſich nun die Hyperbel um die Are CR, fo iſt das Volum 
des fo entflehenden Körpers 
v= xfx?dy == ĩ æ a y 4 szıty, 
wenn V mit x verfchwindet. 


Eben fo findet man für bie Logiftif y=e dad durch ihre Rota⸗ 
tion entſtandene Volum 


V — — -ax (y? — 1); 
wenn V mit x zugleich verfchwindet, und die Kettenlinie 


- 
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ya. ee :) gibt 
=." til 2]. 


$. 190. (Anwendung des Dorhergehenden auf die Kugel.) 
SR MAN (ie. 51) ein Kreisbogen des Halbmeſſers CA=a, und 
ft AP=x, PM=PN=y, fo hat man P=aax— x? Heißt 
nun V’ das Volum, welches durch die Umdrehung der Kreiäfläche 
APM um die Are AP entſteht, fo it 

V=zfyftdx=x(ax! — ir), 

Zür die Halbkugel it x=a, alfo dad Volum der ganzen Kugel 
gleih }a’z. 

Um eben fo dad Volum V des Körpers zu erhalten, der durch 
die Rotation ded Kreiefectord ACM um AC entfteht , fo hat man für 
das Volum V’’ des Kegeldö, der durch die Rotation des rechtwinkligen 
Dreyedd C PM um EP entfteht, nach dem Vorhergehenden, 

vu = ;xr(a—x) (daax— x’), 
nnd da V=V’+V’ ift, fo hat man auch für das Seſuchte Volum 
des Kugelſeciors MCN 
= zsa’ız 

gür die Halbfugel ift x==a, alfo auch das Volum derſelben gleich 
sad, wie zuvor. 

II. Iſt man ein dem erfien concentrifcher Rreisbogen des Halb: 
meſſers ca=a’, und iftap=x’, fo iit das Wolum » des von dem 
Sector aCm befchriebenen Körperd 

vmzaltzı' 
alfo ift audy das Volum des von der Slähe AMma um AC beſchrie⸗ 
benen Körpers, oder das Volum des gegebenen Theil einer Kugel: 
ſchale, deren Dide a— a’ ift, gleid) 


V — »32 (tr— atıt), 
eG a’ . 
oder da =; ift: 
V_ı = > (a —e)x, 
und daher auch, wenn man x=aa feht, dad Volum ber gan jen 


Kugelſchale gleich 
& 


zen. 
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Sept man in dem letzten Ausdrucke a/=o, ſo erhaͤlt man für 
die ganze Kugel $a?=, wie zuvor. 

N. Um eben fo das Volum V des Körperd zu finden, der durch . 
bie Rotation des Kreisſegments MAN (Fig. 51) um feine Chorde MN 
entſteht, ſey CP=b, PM=PN=c und PQ=x, QR=y, fo 
ift die Sleichung des Kreifes 

| 6b erma ode 
y at — bt — x? — aby, 
alfo ift auch | 
Sydx = (a — b')xr — }x? — abf[ydz. 
Allein für x=c ift 
fydx = ze? arc. con, 2 — 2bo, 
alfo it auch, wenn x=c genommen wird, das gefuchte Volum 
v- ‚rc (2.2 h2) — ara!b arc. COS. > 


$ür b=o if c=a, wenna den Halbmeſſer des Kreifes begeich- 
net; alfo auch dad Volum der ‚ganzen Kagel gleich $a’ x, wie zuvor. 


$. ıgı. (Anwendung des Dorhergehenden auf das Sphä- 

roid.) Wenn fih eine Ellipfe, deren halbe große und Fleine Arc a 

and b it, um Die. große Are, die zugleich jene der x ift, dreht, fo 
bat man 

b 

=; a2 x, 

alfo ift auch 

v=xf 





— 18), 


wenn V mit x verfchwindet. Bürx=a —* man dad halbe Sphaͤ⸗ 
roid, alſo iſt auch das Volum des ganzen Sphaͤroids gleich Zab?x 
Nimmt man aber die Abfciffe x vom Scheitel der Ellipſe, fo in 


ya * vaax — 2", 
v — ab?x? _ =). 
Fuͤr das ganze Eyharen iſt x=3sa, alſo auch das Volum des⸗ 


ſelben gleich $ab! x, wie zuvor. 
1. Iſt aber das Sphaͤroid durch Rotation ber Ellipfe um ihre 


und daher 
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kleine Are b entflanden, fo it, wenn dieſe Fleine Are hagleich die der 
x iſt: 
7 * = b? — x, 

and daher 

v — =. fß* — un | — 5x?) 

Für die Halbe ENipfe it x=b; alfo iſt auch das Volum des gan⸗ 
zen Sphaͤroids gleich Za?bx. 

Nimmt man die Abſeiſſe x vom Scheitel der Ellipſe, ſo iſt 


12 V, 


a2 æ x2 ‚, x 3 
\ vV- 5 ( 1 — 3b . 

Für das ganze Sphäroid hat manx==ab, alfo auh V=tatbr, 
wie zuvor. Man fieht daraus, daß fi das Volum des verlängerten 
GSphaͤroids zu dem des verkürzten verhält, wieb ua. 











und daher 





$- 192. (Anwendung des Dorhergehenden aufdie Cyclois.) 
Wenn die Eyclois ACB (Fig. 43) fih um die Are CD breit, fo hat 
man (Einl. $.23) | 
x=CQ =a(ı — cost) und 
 y=QM=a/(y+sia.y), alfo auch 
dx = ad$ sin.y, 
und daher, wie man nach einigen einfachen Reduftionen findet: 
Sr dx — 22342 (1 —2c0s.$) + Zay (A sin.$ — sin.24) 
+ n? (2 co.y — cos. a9 — 5 sin.?y cos. — 22), 
wenn das Integral in dem Punkte C, dab Heißt, für = o verfchwin: 
det. Alſo ift auch das Volum des fo entfieheuden Koͤrpers 
V æſydx. 
Für die halbe Cyelois CMA iſt 2*, alſo auch das Volum des | 
durch die Rotation von CDA um CD entftandenen Körpers 


er (m _ | 
v=7(7 8). " 


I. Drebt fi aber die Cycloið um die Are ADB, fo iſt (Eisl. 
$. 32 
) zeAP=al@— sing) ung 
y=PM=a(ı — cos.y) . 
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Mit diefen Werthen von x und y erhält man 
= «[ydx=a'r[!p— "sin. p?ein, p 008.9 (1 —2cos, 9— 
wenn dad Integral mit 9 zugleich verſchwindet. Für die halbe Cyclois 
CAD ifty=x, alſo aud) . | 
v-= 2a’ x’, 
II. Dreht ſich endlich die Cyelois um die mit AD parallele durch 
C gehende Are CE, und ſetzt man CG=x und GM=y, fo hat 
man =a(p + sing) und ya (a — 008.9), 
alfo u . 
Syix= ef — con. y)° . a -+ cos. +) d$, 
und daher 
V=xrfypdxı—= ar (!y—;sin. »—:sin, 24 + -- sin.3%). 
Sür die balbe Eyclois CMA hat man 9=x, alfo auch 


V za. 


$. 193. (Cubatur nach dem Ausdrucke [X dx.) Wenn der 
Körper, deffen Volum man beſtimmen will, zu beyden Seiten einer 
durch ihn gehenden Geraden ſymmetriſch liegt, fo wird man diefe Ges 
rade für eine der dreyn Coordinatenaren, z. B. für die der x annehmen. 
Sey dann X die Bläche des Schnitts des Körpers, der durch eine auf 
diefe Axe fenkrechte Ebene entficeht, fo wird man X. dx ald das Volum 
eined der Elemente anfehen können, aus welchen der Körper beiteht, 

fo daß mar: hat dV=Xdx, alfo aud 
| ' V= fXdx. 

Man fieht, daß diefer Fall ale durch Rotation einer Eurve ent⸗ 
ftandenen Körper in ſich begreift, da diefe um die Rotationdare immer 
fommetrifc) liegen. 

Ex. 1. Fuͤr das Be mit re) Xren hat m man 


n+3 c? = . 
wo a, b, o die drey — bezeichnen. Wenn diefes Ellipſoid durch 
eine auf die Are der x ſenkrechte Edene geſchnitten wird, fo wird dieſer 
Schnitt, deſſen Flache X feyn fol, die Geftalt einer Ellipfe haben. 
Da man aber 





N 
\ 
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bat, fo werben die Halbaxen dieſed elliptiſchen Schnittö ſeyn: 
| b. Y 1-5 und 0.Vı-#, 


fo daß man daher (nach $. 170, 1.) haben wird: 
X == bcx (: — 2)’ 
a 
Ve fXdı = box (*- ‚ 


wenn V mit x verfchwindet. Sucht man aber nun denjenigen Theil 
des Ellipfoids, der zwifchen den zwey auf der Are der x fenfrechten 
Ebenen enthalten ift, zu welchen die Werthe x==a und x5 gehören, 
fo Hat man für das Volum diefed Theils 


V=bcx ( — „— = =) ober 





alfo auch 





303 
Ve bcx (—a) (1 - en) 


3a? 
Für dad ganze Sphäroid it B=a und aum—a, fo daß daher 
das Volum des ganzen Sphäroide ift 
= tıbce.« 
Bir abc hat man V a2 x das Volum der Kugel, wie 
zuvor. | 
Ex. Il. Der oben ($. ı86, 11.) betrachtete Kegel bat zur Gleichung 


a? (b — z)? = b? (x? + y?). 

Der Kreis aber, der durch einen mit xy parallelen Schnitt bed 
Kegeld in der Höhe z entficht, hat zum Halbmeifer -(b— 2), alfo 
auch zur Flaͤche 

= 7 — (b — 2). 

. fo daß man n für das —* des ru ver 
-F/6-Ydı=zmb-. 


Diefes Sntgra von 20 bis ze=b genommen, gibt für dad 
Volum des ganzen Kegeld 
za! b æ 
oder dieſes Volum iſt gleich dem Produkte der Flaͤche a? x der kreisfor⸗ 
migen Baſis des Kegeld in den dritten Theil feiner Höhe b. 
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5.194. (Allgemeine Eubatur der Körper)‘ Es murde bes 
reitd oben (9. ı86) bemerft, daß die Projektion jedes Elements 
MNM/N’ ($ig.42) einer Fläche in der Ebene xy gleich dem Rechtecke 

QRQ’/R = dxdy 

if. Das vierfeitige Prisma MNRQY, deſſen Baſis dieſes Rechteck 
und deſſen Höhe die Ordinate QM oder N’ =z iſt, hat zu feinem 
Volum dad Produft z.dxdy, und diefes Produkt Bann daher audy ale - 
das Element des Volumsé V des Körpers felbft angefehen werden, ſo 
daß man daher hat: 

dV = zdxdy; . 
welcher Ausdrud fo wie der von do, in $.186, behandelt werben 
muß. Man fubfituirt nämlich in ihm guerft den Werth von z inx. 
und y aus der Gleichung der gegebenen Flaͤche, wodurch man für d V 
einen Ausdruc der Form 

aV=f(zx.y).dxdy | 
erhält. Nimmt man in diefem Ausdrude zuerft die Größe y conftant 
und z.B. glich PQ=P’Q’ an, und integrirt bloß in Beziehung 
aufx, fo erhält man die Reihe oder die Summe aller der Priömen, 
deren Grundfläche zwifchen der mit AX parallelen Geraden Q’ Q« und 
BI BR’ liegen, und welche von zwey auf A X fenfrechten Ebene begrängt 
werden, die zu den Werthen x—a und x=a’ gehören. Diefen 
Theil des gefuchten körperlichen Volums erhält man demnach durch das 
Integral . 
fzdx, 


indem man dasfelbe von x=a bis x=a/ nimmt, fo daß alfo der. ana⸗ 
lytiſche Ausdruck dieſes Integrals nur noch als eine Funktion der 
Größe y erſcheint. Um dann auch die andern Reihen der ähnlichen 
Prismen zu erhalten, deren Grundflächen in dem noch unberüdfichtig- 
ten Raume APQQ’ der Ebene xy liegen, wird man den für [zdx 
durch die erfie Integration erhaltenen endlichen Ausdrud mit dy muls 
tipliciren, und von dem fo erhaltenen Produfte dyfzdx dad Inte⸗ 
gral in Beziehung auf y fuchen. 

Nimmt man diefed legte Integral von y- B bis y=Pß’, fo er⸗ 
hält man dadurch dad Volum des Körpers 

V=füyfedz, j 

oder vielmehr denjenigen endlichen Theil dieſes Volums, der zwifchen 
zwey auf AX fenfrechten Ebenen, zu denen x=a und xu= a gehört, 


pr 
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mod zwifchen zwey anderen auf AY fenfrechten Ebenen, gu denen 
=ß und y=Pß! gehört, enthalten iſt. 

Man fieht, daß man die Ordnung diefer Integration auch um⸗ 
kehren und querft in Beziehung auf y, und dann in Beziehung auf x 
integriren din, wodurd man erhält: . 

\ V= fdxıfzdy. 

Aud kann mon fi die Elemente. ded Körperd ald Prismen vor« 
flellen, die auf einer. anderen der drey coordinirten Ebenen, 3.8. auf 
der Ebene der xz fenfrecht fiehen, und deren Srundflächen in dieſer 
‚ Ebene Rechtede des Ausdrud® dxdz, deren Höhe aber y ift, fo daß 
dann das gefuchte Volum ded Körpers 

vVafdz fydx 


auf analoge Weife beſtimmt werden wird. Mit Ruͤckſicht auf die an- 


gezeigte theilweife Integration endlih Fann man das Volum des Koͤr⸗ 
pers allgemein durch dad drenfache Integral, ' 

= Sffixdydz 
darftellen , voraußgefegt, daß die Dichtigfeit der koͤrperlichen Maſſe, 
aus welcher der Körper beſteht, in allen feinen Punkten dieſelbe iſt, 
wo dann die in dem Körper enthaltene Quantität der Maile M dem 


Volum V deöfelben proportionirt ſeyn wird. Iſt aber diefe Dichtigkeit 


des Körpers veränderlich, fo ſey p die Dichtigfeit irgend eines Ele⸗ 
ment6 AV des Körpers, wo alfo p irgend eine Zunftion von x, y 
und z feyn wird. Da nun überhaupt bey jedem Körper die Maffe des⸗ 
‚felben fi) verhält, wie dad Produft der Dichtigfeit in das Volum, 
fo wird, wenn dM daB entjprechende Element der Maſſe des Körpers 
it⸗ AM = p.dY 


feyn, und da dV=dxdydz ift, fo wird man für bie gefuchte Maffe | 


des Körpers den Ausdrud haben: 

Mo ((fpdxdydz, 
wo man für in allen ihren Iheilen homogene Körper p gleich einer 
Conſtanten, oder auch gleich der Einheit annehmen fann, fo daß dann 
M=sV-—/(ffdxdydz if. 


$. 195. (Anwendung des Dorhergehenden auf die Kugel 
und den Kegel.) Die Gleichung der Kugel des Halbmeſſers a ift 


‚x 4 y? + 2 mat, 


\ \ 
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o daß man daher hat | \ 
V = fäyfiaxvr — x — . 
Um das Integral fdxY ar — x —y? zu erhalten, muß y ald 
onftant angenommen werden. Sey alfo a? a2, fo Hat man 
ür dieſes — 


Faxva — x a !xVar Bu + za arc. ein, =, 
ür die oben erwähnte Reihe der zwifchen den Geraden Q,Qu und R’R. 
ntbaltenen Prismen. Nimmt man diefe Reihe -von dem höchiten 
Punfte der Kugel bis zu demjenigen, wo fü ie von der Ebene der xy 


jefchrtitten wird, d. h. nimmt man dad lebte Integral von x=o bie 
=a, fo erhält man | 
fAxVer — x: = jetz = ı(° — BEN x, 

0 daß daher das gefuchte Volum der Kugel feyn wirds. 

vafdyfasVa®’— x: = ;rfdy(a —y?) oder 

V=4xr(2y7—;7P), 
inb dieß ift der Ausdruc für denjenigen Theil des Förperlichen Inhalts 
ver Kugel, der über der Ebene xy auf der Seite der pofitiven x und y, 
ınd zwar zwifchen der Ebene xx und der mit ihr parallelen Ebene ent» 
yalten ift, die von der Ebene der xz um die Größe y abiteht. Gept 
nan daher in dem fo erhaltenen Integral die Größe y=a, oder was 
yasfelbe ift, nimmt man dieſes Integral von y=obiö ya, fo er⸗ 
yält man für dad Volum des achten Theild oder für das Volum eined 
Jetanten der Kugel 
Vz ax; 
ılfo auch für das Volum det ganzen Kugel 4a? x, wie zuvor. 
I. Für den in $. 186 betrachteten Kegel hat man 
| at (b — 2)? — bt (x? + y?) oder 


s=:(.-vVern; 
fo auch für das Dolum desfelben 
. Va_ a fasfe-VEeFN dy. 
Man hat aber 
a-Ve+mday=ar—tyve+r— rl + VeH‘), 
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welches Integral, von yo bis yVx genommen, gibt: 
a Ver — *. 


da Vat — xt — *: log. 
Das gefuchte Volum des Kegels ift deher 
ve fix[a EEE — eg FI]. 
Das erſte dieſer Integrale iſt 
faıvs= — x mta (« ve; — x 4 a ære. ein. 2); 


für das zweyte aber erpält man nad) der Form f ud»=uv— fvdu 
den Ausdrud 
Sx?dx.log ——— —— = X 


= Ex log. 


at VezE ja ı2dı 


Ve. a2 __z: 
Endlich if- noch 


x2d 1x 
SF — — !xVar — x? +: =-at arc. sin. =, 


a — ı? 


Nimmt map daher alles Vorhergehende zuſammen, fo erhält mau 
für das Volum des Kegeld 


v- ıbıyar — x’ + zab æe. sin. —z. 1og —— 
a - 


wenn V mit x sugleich verfihwindet. Fuͤr xe=a erhält man den vierten 
=, alfo auch den ganzen Kegel gi 





—y wie 





befannt. > 


II. Suchen wir no, in einem dritten Benfpiele, dad Volum 
des Körpers, der zwifchen. der coordinirten Ebene der xy, zwiſchen 
der Fläche (des hyperboliſchen Paraboloide) xy=cz, und zwiſchen 
einem Cylinder enthalten ift, deilen Baſis ein Kreis des Halbmeſſers r, 
und deffen Are mit der’ Are der z parallel if. Kür diefen Körper geht 
der allgemeine Ausdeud V=,ffzdydx in folgenden über : 


| Vo: ffsydydx. 


Antegrirt man diefen Ausdrud in Beziehung auf y von der be 
flimmten Ordinate yo bis zu der unbeſtimmten y, fo hat man 


ve Fe u xdx. 
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Iſt nun (x — a)? +(y—b)?=er? die Gleichung des gegebenen 
Cplinders, fo hat man, wenn man der Kürze wegen 
'P= vr — (x —a)! ſetzt: 
yy=b—-P, y=-b+P m y —y =4b.P. 


Ferner iſt auch, für diefelben zweh Graͤnzen y, und y die * Aofeile 
x,=a—r un x=artr, und daher 


V *7 Ve? — (x—a)t.xdx. 
\ ©ept man x—a=rı, fo wird diefer Ausdruck 


b 1 > — —— 
 V=—r "atr) Vı—ı:.dt 
Alein es iſt 


V a ⸗ md [Evi =e.ar= tr, 


fo daß man daher für das gefuchte Volum hat: 


abr3.x 


.’= — . 


| 
$. 196. (Cubatür der * überhaupt.) Wendet man auf 
die —* der Flaͤchen die oben ($. 187) für die Complanation der. 
felben gegebene Methode an, fa wird man, indem man Umz ſetzt, 
für den —— Ausdruck des Volums erhalten: 
= [fadsdy= ffe (PQ’— PıQ) dpdy. 
air das Sphäroid mit drey Aren, deffen Gleichung iR 


y” 
+5 +5=1ı rs 
ift fchon dafelbft der Werth von 
PQ’ — PQ = ab sin.g cos. 9 
gegeben worden, fo daß man daher für dieſes Sphaͤroid hat: 
— abc ffdpdy sin.p c0s.29, 


Integrirt man diefen Ausdrud zuerft in Beziehung auf 9, fo bat 


man 
V=— jabefäy | ‘oder 


V= }abc.%.008,9 — 
Nimmt man n dieſes Integral v von 26 biß va fo erhält 


man - . 
Littromw’s Ant. 4. höh. Di. N 24 
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| V —û sabc . % 
und nimmt man diefen Ausdrud von $=o bid $—= xx, fo Hat man 
für das gefuchte Volum des Sphäroids 
V sabc .XRy f 


wie fchon zuvor ($. 193) erhalten wurde. 


$. 197. (Allgemeine Tubatur durch Polarcoordinaten.) 
Sey M (Fig 52) ein Punkt des Körpers, und O der Anfang der recht⸗ 
ivinfligen Coordinaten x, y, =. Iſt dann OM=r die Entfernung 
dieſes Punftes M von O, und it MO X0 der Winfel des Radius 
Mectord r mit der Are der pofitiven x, und ift » die Neigung der Ebene 
MOX gegen die coerdinirte Ebene der xy, oder überhaupt gegen eine 
durch die Are AX willfüclich gelegte fire Ebene, fo hat man (Einleit. 
g. 12, 111.) | | 
x =rcos.d, .y=rsin.d oos. und z==r sind sin.y. 


Man verlängere die Gerade OM bis zu einem andern Punfte m 
des Körpers, und fege Om—r. Dann Vſchreibe man aus dem 
Mittelpunkte O in der Ebene MOX oder m OX die zwey Kreisbogen 
MN und mn, un) bezeichne dur 0’ den Winkel NOX. Endlich 
‚drehe man die Ebene dieſes Winkels NOX um die Axe OX, und 
nenne pP die Neigung dieſer Ebene in ihrer neuen Cage mit jener firen 
Ebene. Während diefer Bewegung wird der vierfeitige Raum MmaN 
einen Körper, eine abgeflumpfte Pyramide Mq beichreiben, deſſen | 
Bolum wie U nennen wollen. tn 

Allein dieſes Viereck MmnN har einen Flaͤcheninhalt, der gleich 
dem der Differenz der beyden Kreißfectoren mOn und MON, alſo 
gletch n 
fe: nr) —0)=;:(r"+r) (Mr) (0 — 0) 
ift. Durch die erwähnte.Drehung der Ebene NO X um die Axe 0x 
befchreibt aber auch jeder Punft M diefed Vierecks einen Kreiöbogen 
MP, deſſen Halbmeffer da6 Loth MR von M auf die Are OX ift, fo 
daß alfo diefer Kreisbogen MP=RM.(y— 9) feyn wird. Nimmt 
man diefes Vierer fehr Flein an, fo iſt da6 Volum des fo entflehenden 
Elements U des Körpers geh 

u U=f,PM. | 
Es ift aber RBM=OM sin.MOX, oder AM=r sin.®, up 


— 
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Daher MP =ır (y—%) sin. 0. Subſtitnirt man dieſe⸗Werthe von 
MP und f in dem legten Ausdrude von U, fo erdält man. . 31.* 
U=:r(rf +r)(r or) (9 — 0) (Pt — $) sin. 0. 

Werden nun die drey Dinenflonen des Velams U unendlich Flein, 

oder ſetzt man ho 

Mn=r— r. = dr, 
und eben fo die Winfel 
MON=t"—0=40 und MRRP=y—ye 44, 

fo wird auch der Kactor (r’—+-r) in ar übergeben, und manı wird für 
das Dolum U, d. h. für das Slemenst AV des Volums des gegetenen 
Koͤrpers 

erhalten. 

Auf dieſe Weiſe wird daher dad Volum des Körpers i in Elemente 
zerlegt, deren jedes die Geſtalt einer abgefürzten vierfeitigen Pyramide 
oder eined rechtwinkligen Parallelepipeds hat, deſſen drey Seiten find; 
erſtens die Gerade Mm=dr, zweytens der Kreisbogen MN rd g, r 
deſſen Mittelpunkt O ift, und drittens der Kreisbogen, 

MP=RM.dyersind.dy,, . ; 0... 
deſſon Mittelpunkt der Fußpunkt R. des Lothes iſt, das von MI auf die 
Are OX herabgelaſſen wird. 

1. Nennt mon dS die sine der Baſis M ur der Pyramide, 

ſo iſt 


av ** sin. 8. Ardddy. Bi 


ds = MN.MP = räs. AMay, Ä 


»o BM =.r sin.®, alfo auch Dr 
dS — r? sin. 0. dAdY iR. rl 
Die Höhe diefer abgefürzten Pyramide aber ft Mm=dr, alſo 
ſt auch das Volum derſelben, oder dad Volum des Elements des ges. 


jebenen Rörperd 20 301% 
dV = ir «dS oder- -' 


dV = rein .:drddp, wie zuvor, 
II. Wäre aber MN PQ —= du dad Element einer Sugeifäche, 
eren Halbmefler MO = ı ilt, fo hätte man 


dom MP.MN, werde ©: 

MY dp sin. md MN, 1 
do =a sin.®. dod p. You Z 
| . 24 * 


lan 
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sur M. dann de das analoge Element einer Kugelflaͤche, deren 
Halbmeſſer r it; fo hat man 
doa:dv=ı:r der dv—rdu; 
ifo iſt auch. Bas. Element M q des förperlihen Volume 
dV=dr.dw = rdrdw, 
oder wenn man den vorhergehenden Werth von do ſubſtituirt: 
dV r* sind. drdady, wie zuvor. 


$. 108. (Allgemeine Cubatur der Aörper durch Verãnde⸗ 
* der Pariablen.) Es gibt aber noch eine andere, allgemeine 
Darftellung des Elementd eines Förperlihen Volums, die mit der des 
6. 187 analog ift, und von welcher das fo eben ($. 197) angezeigte, 
Verfahren nur ein beſonderer Fall ift. 
Sey der Audbruc. 
' Udxdyds 
Blasen, wo U’eine Zunftion von x, y und z bezeichnet. Man ver: 
wandle diefen Ausdruck in einen ihm gleihbedeutenden , der aber von 
drey anderen veränderlichen Größen abhängt, die wir durch r, 9 undy 
Be wollen > 
. Zu. diefent Zeile nehme man au: 
dx=Pdp +0dy + Rdr 
.dy=Pdg-+Qd4 +Wdr)... (MD 
d.= Pudp + Q’dy + Redr 
wo P,Q... unftiören von r, 9 und» ſeyn follen. 

Da der gegebene Ausdruck FFfUdxdydz dreymal integrirt 
werden fol, dad erſte Mal z. B. in Beziehung auf x, wo alfo bie 
Größen y und, gralf sonftant angefehen werden, oder wo dy—=dz=o 
gefegt wird, ſo findet man, den entfprechenden Werth von dx durch die 
drey folgenden Gleichungen: 

dx =; Pdp + 0Qdy + Rdr, 
ann oimnPrdp + Q/dy + Brdr, 
in 0o P’dpe 4 Qudy + R’dr. 

Eliminirt man aber aus diefen drey Gleichungen die Größen dr 
und dp, und fegt man der Kürze wegen 
T=P(ORU— OR) FO RuR _ PR) + R(PrQ« — Pu) 
fo erhält won ren) 


1 








nm 
‘ 
m 
o 

2 
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und diefer Werth von dx bringt das Produkt dxdyda auf die on 
variablen Größen 9, y und z zurüd, 

Um» weiter eben fo dy zu finden, wird man do—d z=0 ſetzen, 
wodurch die zwey letzten der Gleichungen (I) werden: | 

dy P’dy +Rdr nd o= Qi dy + Rudr,. no) 
woraus man, durch Elimination von dr, 





dy= (AR = Qu — Ser 
fo daß man alfo bat: _ 


 Pdodb- - Mn. 
dxıdy = ei 


BR’ ? 
und fomit ift daS Produft dxdydz auf die drey veränderlichen Grö- 
Ben 9, yund z gebracht worden. 

Um endlich noch de zu eliminiren, wird man dy = de 6 fegen, 
wodurch die letzte der. Gleichungen (Din. folgende Abergeht 





ds = Ruar, 
ſo daß man alſo hat: | 
dxdydz = Tdrdpdy, hear " ° :% 
SsssUdaxdydz m SffUrdrdgayy io 9; 


in welchem Iegten Ausdrucke die Größe U ebenfalte als ie anti 
von r, pP und p zu betrachten ift. 

Wählt man, nm die Anwendung dieſes atgeirekien Verfahrens 
auf die Cubatur der Koͤrper zu seigeh, ‚die Größen r/ 9 4 ſo, "daß 
man hat (Einl. 9. 12, II.) | | = 
X rsin.p éos. p, 
jmrsingeior, | 
2 = T COS, 9 

erhält man, wenn man dieſe drey oleihungeh. „ag r,.p und + 
differentürt: 


. 


} 


P=[rcos.p cos. p, 
P’ r cos. ain. p, 
Pv = —r sing. | 
Entwidelt man eben fo die Größen Q, Q', Q und R, RB’, Bu, 
fo findet man | 
To 1? sin 9. 


« 





“ 
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Setzt man daher, für die Eubatur der. Körper, U=ı, fo " 
der allgemeine Ausdrud des Elements eined koͤrperlichen Volums 
er N Vo dxdyda, oder 
dv = T.dräpdy, oder endlich 
"dV=r sin. 9.drdpdy, wie zuvor. 
- Hätte man aber die Winfel 9 und p fo gewählt, daß man hat 
(Einl: $. ı2, IM.) 
x=r0c0s9, 
.y-r sin. p cos. %, 
2L.= Tr sin.9 sin. $%, 
fo würde man ebenfalld T=r?sin. 9, und daher auch 
ver sin.9 . drdpdy 
gefunden haben. - . ’ 


G. 199: (Gräuzen des. sorhergehenden Dreyfachen Inte- 
grals.) Um die Graͤnzen zu beſtimmen, zwifchen weichen mem dis 
drey auf einander folgenden Integrationen des Ausdrucks 

dV=r sind. drddd+ 


zu u nefmen hat, wo die Winfel 8 und p die in $. 197 angeführte Ber 
zeichnung haben, muß man zwey. Fälle unterfcheiden. 

. . In dem erſten Galle foU der Anfang O der Coordinaten. innerhalb 
dem Körper liegen, oder felbit einen Punkt des zu fuchenden Balums 
bilden. ‚In. diefem Kalle wird man zuerft in Beziehung auf r, und 
zwar von r—=o bis r=u integrireu, wo u eine Funktion von 0 und y 
bezeichnet, die durch die bekannte Gleichung der Oberfläche, deren 
Volum man ſucht, gegeben it. Wenn dieß gefchehen iſt, fo wird man 
von O=o bis d—=xr, und von )y=0o bis y= 2x integriren, woben 
die Ordnung, in welcher man dieſe beyden Integrationen vornimmt, 
willkuͤrlich iſt. 

I: Wenn aber der Anfangspunkt der Coordinaten oder der Pol 


‚ derfelben außer dem Körper liegt, fo wollen wir durch u und u‘ zwey 


gegebene Zunftionen von 0 und p, und durch w» und w/ zwey andere 
Sunftionen von $, und endlich durch « und a’ zwen gegebene Winfel 
bezeichnen und annehmen, daß man denjenigen Theil Les Förperlicen . 


WVolums fucht, der von zwey feiner Seiten zwifchen zwey Oberflächen 


enthalten ift, deren Sleihungen r=u und r=u’ find; der auf ir 


“anderen Geite von zwey conifchen Oberflächen begrängt wird, Die beyde 
| 
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ihren OSfritei im Anfange der Coordinaten ‚und ihre gemeinfchaftliche 
Are in. der Are der x haben, und deren Sleihungen find H=w und 
=, und der endlich zwifchen zwey Ebenen enıhalten ift, welche 
durch diefe gemeinfchäftliche Are der bepden Kegel gehen, und welche 
die Winkel = und a’ mit derjenigen firen Ebene bilden, von welcher 
man die Winfel 4 zählt. Dieß vorausgefept, wird man zuerft in Be: 
jiehung aufr, und-zwar von ru bid r==u? integriren, dann in 
Bejiehung auf 6 von O=w bid 022 w/, und endlich in Beziehung auf 
yon ya bi t=«. u u 


$. 200. (Anwendung des Dorhergehenden auf die Kugel.) 
Nimmt man den Pol der Eoordinaten im Mittelpunfte der Kugel, fo 
iR der Ausdruck fr*dr von den Winkeln 0 und 4 unabhängig, fo daß 
man, wenn man in Beziehung auf r von r=o bi r=r integrirt, 
fofort erhält: . 
v=:rffsin.0,d0dy. 
Es ift aber fd6 sin.d = — cos. 0, oder wenn man diefeö In⸗ 
tegral von 6=o bis O=x nimmt, fd0 sin. d=a, alfo aud) 
Verrfdymir.y 
und daher, wenn man das legte Integral von Fo’ bi y=2x 
nimmt, das Volum der ganzen Kugel, | | 
' V=!Hrx, wie zuvor. | 
I. Als Beyſpiel zu $.199, I. feyen für die zwey erften bafefbit 
erwähnten Slächen zwey concentrifhe Augen gegeben, die ihren ge: 
meinfhaftlihen Mittelpunkt im Anfange der Coordinaten haben, und 
deren Halbmeſſer a und a’ find. Seyen ferner die beyden a. a. O. ers 
wähnten Kegel von Preisformiger Baſis, d. h. feyen die Winfel » und 
o conitant, fo hat man, wenn man den Ausdrud Ä 
d V = r? sin.d. drdddy 


werft in Beziehung auf r integriert, und das Integral von r=a bis 
r=a’ nimmt: ° 
A= Jrdre = rar — a), 
alfo auch 7 
V=Afdb sin. 6. dy. 
Das Integral fd 6 sin. d =— cos. von do =w bi Od ge- 
nommen, ift gleich cos. w— cos. w’, und dad von dYy, zwifchen den. 
Oränzen a und a’ genommen, ift gleih «— a, fo daß man alfo hat: 
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Vz=XA (a’—.a) (cos. w —— 008: ©); 
wo (#ig.53) CBN-und cbd die beyden Kegel, umd wo die Winfel 
ACcb=ACld=w, ACB=ACD—w find. Legt man durch die 
gemeinfhafrliche Are CA der begden Kegel zwey Ebenen ACM und 
ACN, die mit der Ebene BCD die WinflBAM—=a ud BAN=a 
bilden, fo ſchneiden jene Kegel von der Augelfchaale, deren Dide 
e—a.ift, ein ringförmiges Stüd aus, von welchem der auf der eis 
nen Öeite durch die Figur MmNn begrängte Körper den für V gefun⸗ 
denen Ausdrud zum Volum hat, fo daß alfo 
Vz; (a? — a3) (a — a) (cos. & — cos. w’) 
il. Wenn die Höhlung des erwähnten Ringes ganz verfchwindet, 
d.h. wenn der Ring in feiner Mitte ganz ausgefüllt wird, fo ift 0. 
Wird überdieß auh a=o, fo verwandelt fi) diefer Ring in einen 
fphärifchen Sector, von welchem der zu MNmn gehörende Theil das 
Volum | 
VotaRr (a — a’) (1 — cos. w!) 

Bat. Nimmt man a=axr, a —=o und x oder cos.w/=0, 
fo hat man für das Wolum der Halbfugel 


Vo 2a’x, wie juvor. 


$. 201. (Eubatur der Körper nach Suldin’s Regel.) ©e 
‚wie wir oben ($. 188) die Oberfläche © der Körper gefunden haben, 
Die durch Rotation einer Figur entfiehen, deren Umfang s und Abfland 
X de8 Echwerpunftd von der Rotationsare befannt ift, eben fo wird 
aud in der Statik gezeigt, daß das Volum V eines fo entitehenden 
Körperd, wenn F die Oberfläche der ebenen Figur, und Y der fent: 
rechte Abſtand ded Schwerepunfts diefer Släche von der NRotationdare 
iſt, gleich 
Vzs=23r,'\YF 

ift, fo daß man alfo durch diefe einfache Gleichung das Volum aller 
Rotationoflaͤchen beftimmen fann, wenn die Flaͤche F der erzeugenden 
Figur, und der Schwerpunft derfelben fchon bekannt ift. 

Fx. Wenn fich eine Ellipfe AEB ($ig.50), deren Halbaren a 
und b find, um eine Gerade PX dreht, die von dem Mittelpunfte der 
Ellipfe um die Oröße CP =c entfernt ift, fo it Y=c und Feabzr, 
alfo auch dad Volum des fo entftehenden Körpers | 


V= 29x. \Fw gabcext, 
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weiches auch die Neigung. der einen. ober. ber anberen Are ber Elkipfe 
gegen die Rotationsaxe PX feyn mag. N 
Dreht fi Pahen ein Kreis des Halbmeſſers a um feine Sangente, 
fo ift in dem vorigen Ausdrude a=b==c, und dehen de⸗ Volum AP 
ſo entſtehenden Körpers 


N 1: 
V — aa, ‚ yi- - > 


Dreht ſich aber ein Halbkreis um ſeinen vbnameſet 20, ſo 
bie bekannte Flaͤche des Halbkreiſes F== ;a'=,. und wie die Statt 


lehrt, X =}. ; alfo ift auch das Volum des fo .entftehenden Aorpere, | 
das heißt, das Volum der ug | yo 


v = 2x ge jatx dee 
IR 
, V- = $a’x, wie zuvor. 

1 Iſt y=fx die Gleichung der um die Axe der x rotirenden 
Curve, und ſucht man das Volum des Koͤrpers, der durch die Rota⸗ 
tion eines Bogens dieſer Curve entſteht, deſſen Anfangspunkt die ‚ber 
ſtimmten Ordinaten x, und y, hat, und der bis zu den unbeſtimmten 


Ordinaten xy fortgeht, ſo hat man, nach dem Vorhergehenden —E 
V oy)ir oo ©: - 

Wenn fich aber'diefe Curve nicht am die Are der x , ſondern 
eine mit derſelben parallele und von ihr um die Diftanz b enitfernte Ae 
dreht, fo wird man für dad Volum v’ des ſo entſtehenden Körpers 
(wie oben $. 188, 1.) haben: 

v =zf[y+b® — (y —b)?] dx oder 
vV=V-+osabrfy—y)dx. 

Allein das Integral F(y— yo)dx ift offenbar die ebene Flaͤche, 
die zwifchen der Curve y=fx, zwifchen ihrer Abfciffenare uhd zwiſchen 
den beyden Gränzcoordinaten y, und y des um die Are der x rotirenden 
Bogens diefer Curve eingefchloffen ift, und die wir oben ($. 167 u. f.) 
Durch F bezeichnet haben, fo daß man hat: 

vV’=V-+oabx.F. 

Wenn fich alfo eine Curve zuerft um irgend eine willfürliche Are 
dreht, die in der Ebene diefer Curve. liegt, und fie nicht fchneidet, 
und wenn fi diefelbe Curve dann um eine andere, mit jener parallele 
und von ihr am die Diltanz b entfernte Are dreht, fo ift die Differenz 
der benden fo entftehenden Rotationd » Volume gleich dem Produfte der 
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Flaͤche F jener Curve i in die Peripherie eines Kit, deffen Halbmeſ⸗ 
fer gleich b ifl. 

I. Laͤßt fich überdieß diefe Flaͤche F—=fydx, durch eine der 
Are der x parallele und von ihr um b entfernte gerade Rinie, in zwep 
fommetrifhe Hälften theilen, fo werden diefe Theile zu den Gleichun⸗ 
gen y=b-+ fx und y—=b— fx gehören, und der Ausdrud 
V— æxy* dx wird in den folgenden übergehen : 
vV=zf/[[(b-Hf)—(b— fxyl ax oder V=4Abrfydz. 

Eben ſo iſt aber auch 

F=/f[[(b+fx) — (b —9]dx = s(ydz, 
fo daß man bat . , 
Be Veatre.rF. 

If alfo eine Fläche F durch irgend eine Are in zwey ſymmetri⸗ 
{che Hälften theilbar , fo ift dad Volum, das durch die Notation diefer 
Flaͤche um eine andere der vorigen parallele, aber nicht Durch diefe Fläche 
gehende Are entfteht, gleich dem Produkte diefer Flaͤche F in die Per 
pherie deo Kreiſes, deſſen Halbmeffer die Diftanz jener benden Areu if. 
Wenn fi 5.8. die Ellipfe b? x? -L a?y? == a!b* um eine an dem 
Endpunfte der Flcinen Are ab errichtete Tangente dreht, fo iſt die 
Flaͤche der Elipfe F=abx, und daher dad Volum des fo entfteben: 
ben Körpers 

V= aab?’xt 


IR 
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Integration der Differentialgleichun— 

gen der erſten Ordnung und des erſten 

Grades zwiſchen zwey veränderlichen 
Größen. 


$. 202. (Sonderung der veränderlichen Größen.) Wenn 
im einer Difierentialgleichung jwifchen zwey oder mehr veränderlidyen 
Größen x, y,z,... bloß die erſten Differentialien dx, dy, de, .-. 
diefee Größen vorfommen, fo ift diefe Gleichung der erfien Orb: 
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nung, und zwar des erſten, zweyten, dritten, i ... Grades, wenn 
diefe Differentialien bloß in der erſten, jwenten, dritten. Voten vor⸗ 
fommen. Enthält die gegebene. Gleichung auch noch die zweyten Diffe 
rentialien dx; d?y,: .. dieſer Größen, fo ift fie eine Differential« 
gleichung der. gmeyten Dad nung und wieder .ded. erflen, zweyten, 
dritten Grades, wenn diefe zweyten Differentialien bloß in der erſten, 
zweyten oder dritten Potenz in der Gleichung enthalten find, u. f. f. 
Wir wollen in diefem Abfchnitte die Differentialgleihungen der erften 
Drdnung und des erſten Graded zwiſchen zupep' veränderlichen Größen 
näher unterfuchen. 

Eigentlich gehören alle bieher betracht eten Differentinlaustwüde, 


in welchen bloß zwey veränderlihe Größen und die Differentialien dere 


feiben in der’ erften Potenz ' borkommen, zu den’ Gleichungen der 


erſten Ordnung und des erſten Grades, da fie, wie wir geſehen haben, 


ſich ſaͤmmtlich auf die allgemeine Form dy — Xde zurückbringen laſ⸗ 
ſen, in welcher X irgend eine Bunftion von x bezeichnet.” Allein in den 
Sleihungen diefer Art find,, wie ihr allgemeiner Ausdrud zeigt, die 
zwey veränderlihen Größen x und y bereits gefondert, fo daß auf 
der einen Seite des Gleichheitszeichens nur die von x und auf’der an⸗ 
dern nur die von.y abhängigen Größen ftehen. Das bisher Vorgetra⸗ 
gene enthält die Vorfchriften, ſolche abgefonderte Gleichungen zu ins 
tegriren. ˖ Wir wollen daher auch in dem Folgenden "annehmen, daß 
man von jeder gegebenen Gleichung das Integral derfetben finden fann, 
fobald man durch irgend ein Verfahren dahin gefommen ift, die zwey 
veränderlichen Größen in ihr zu trennen, oder ſ ie uf eine sei on⸗ 
derte Gleichnng zurück zu führen. 

Allein dieſe Sonderung bietet oft große Schwierigkeiten dar/ und 
man kennt noch Feine allgemeine Kegel, fie zu Stande zu bringen: 

Jede Differentialgleihuyg der erſten Ordnung und des erſten 
Grades zwifchen zwey veränderlichen Größen x und y bat ($. 59) die 
allgemeine Form 

Mdx-- Ndy=o, 
wo M fowohl ald auch N eine Zunftion von den beyden Größen x und 
yill. Die Eonderung derfelben- hat zum Zwede, fie auf die Geſtalt 
Xdx + Ydy=o 

zu bringen, wo X bloß eine Bunftion von x, und Y bloß eine Funftion 
von y iſt. Kann man fie auf dieſe Geſtalt bringen, fo dar m man auch” 
fofort für da8 gefuchte Integral der Sleihung 


/ ) 


_ 
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: [Xdäx + [Ydy=C, 
we ſich dann das Integral [X dx fowohl ald auch [Ydy nad) ven 
bisher vorgetragenen Verfchriften angeben laffen wird. . 


Öfter hat diefe Sonderung feine Schwierigfeit. Wäre z. B. die 
Sleichung yAx— xdy = o gegeben, fo dat man föfort, wenn man 
fr durch xy bivibirt: 


J 


ein⸗ deſ· ndert⸗ Gleichung, deren Zutegral, vach dem Vorhergehen⸗ 
den, iſt | 


log.x — log.y «= log. C oder auch lo. 2 u 106.C, 
fo dag man daher für das gefuäe Integral derfeiben die Gleichung 
at erhält. | 
Iſt eben fo YAx— Xdy= 0 gegeben, fo hat man 





dx d 
x u o. 
SR.XYdx — YXdy=o, fo ift auch 
Xdı _ Ydy Zo 
x’ Y‘ " 


ga eich 2* 22Xxv, ſo hat man n aud) 


Xdx — 2, u. f. w. 
$. 203, (Sonderung der Doriablen bey. homogenen Glei⸗ 
chungen) Eine Differentialgleihung Heißt homogen, wenn in ihr die 
Summe der Potenzen der veränderlichen Größen in jedem Gliede der 
Gleichung diefelbe if. So find 
xdx -ydy=o, xdx + YV Der = 
homogene Gleichungen.. 
Bey Gleichungen diefer Art läßt fi die Sonderung der Variablen 
x und z immer ausführen, wenn man y=xz febt. Denn dann 
nehmen in der Gleichung Mdx + Ndy==o die Größen M und N 
die Geſtalt Zx= und Z’x= an, wo Z und Z/ bloß Funktionen von z 
find, und man erhält ſonach, wenn man in der gegebenen Gleichung 
dy gleih zdx + xdz fegt, und alle Glieder derfelben durch x” di 
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vidirt: 
Zdx + Z(adx - xdz) o oder 
(Z-+ Z’e)dx + Zxdzs==o, 
alfo auch 
dx „. -2’ds un 
°, x tz + 4’ 8 * o/, 
wo die veraͤnderlichen Creten x and ⸗ geſondert find· Er 


Ex. I. &ey die Gleichung Ä 
xde aydz et ud 
gegeben. Sept man in ihr y=xz und dy = zdı + xdz, fo er 
hält man fofort | 


sdz 


2* 


— 0o3 

oder da | 
»dz | ıfazds — ade adz 

— 7 =:[: et] 

it, fo ift das gefuchte Integral der gegebenen Gleichung Zu 





log.x + = log. (G—a: +2) + - (= 6 
Das Integral f — — aber iſt ſchon oben ($. 138) ge⸗ 


geben worden. Für a> 2 hängt diefes Integral von den Logarithe 
men, und für a</a von den Kreisbogen ab. Bir a aa enduch ‚dat 
man, nad) $. 138: 


ds - _ ds - 1 
N ee iz. 
und daher fiir dieſen letzten Gall dad geſuchte Iateerel 
log.x + log. (1 _n n =(6; 
oder, wenn man den Werth von z=! T witer der ferflet: 
log. (xy) +,—; = 


Da aber jede Größe u auch durch log. er ‚ausgedrückt werden kann, 
wenn log.e= ı if, ſo kann dad legte Zutsgral auch ſo geſchrieben 
werden: 








C. 





— FR 


log. zn T og, — = log. c, 


ap rer: 


oder endlich-- . 
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Ex. IL Sey die Gleichung 
xdy — ydx = dıyı? +y° 


gegeben. Sept man y=xz, fo findet man 
dx dz _ 
a x Yı an 
alfo auch, wenn man (nach |. 137, I) integrirt:. 
log.x — log.(z + Vı + ze!) = log.C, 


und wenn man den Werth von z wieder herftellt: 


| =C or —y + ve? = 





12 
GET; 
oder endlich , c. cr 
xt — sLym=L*. 


$. 204. (Gleichung (atmxtny)ds-+(b+px+qy)dy=o). 
Diefe Gleihung fann homogen gemacht werden, wenn man „ 
x =t-+ta ud y=u+Bß 
febt. Dann erhaͤlt man naͤmlich 
4 or mt nu)dt 
, tb Hpatgßtpitgu)du = =o% 
Da aber die Größen a und ß willkürlich find, fo kann man fie fo 
annehmen, daß man hat 
a-ma+nß=o um bipatoßmo 
Durch diefe Annahme wird 


an head und Zu 
mq— np  mg—ap 


und die gegebene Sleihung geht in folgende über :, 
(mt+nu)dt + (pt+qu)du=o, 

die in Beziehung auf t und u homogen it, und daher, nad $. 170, 

integrirt werden kann. 

1. St mq = np, fo werden die Werthe von « und 8 unendlich 
groß. Allein dann it px qy= p „(mx }ny), und die gege⸗ 
bene Gleichung geht i in die folgende iber: 

dx + bdy + (met ny)(de+ Zar) = o. 

Sept man in ihr mx + uy = z, ſo erhält man j 


\. 
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— 


dx + (bm+pade 


amn — bm? — (ma — pm)«? 0 


und von diefer Gleichung kann das zweyte Glied nach $. 138, IT inte⸗ 
grirt werden. Für mn — pm= o endlich hat man 
(bm nr)dz 
| ax = 0, alſo auch 


| bmz -+ Enz ’ 
mom 
$. 205. (Gleichung dy+ Xydx=X dx), In diefer 
Sleihung$ in weldyer X und X’ bloße Funktionen von x bezeichnen, 
kann man die veränderlichen Größen fondern, wenn man 
X, alſo auch dy = zdX"” + XKudz 
fept, wo X’ wieder eine Funktion von x ausdrüdt. Durch diefe Sub⸗ 
ſtitution geht nämlich Die gegebene Gleichung in folgende über: 
2dXv + Xudz + XXuzdx = Xıdx 
Da aber X eine unbeftimmte Zunftion von x bezeichnet, fo fann 
man fie fo nehmen, daß der Ausdrud _ | 
Xıdz + XXizdx mo 
wird, wodurd man alfo auch zd X” — X’dx=o erhält. 
Die erfte diefer Gleichungen durch X2 dividirt, gibt - 
+ Xir=o ober log. + Kae =, 
oder endlich 
" & 2. = C . o— /Xdr, 
Mit diefem Werthe von z gibt dann die zweyte jener Gleichungen 
dX — ze/kie, Xxdx ode | 
Bu Xu aferti:, dx + 0 


Da aber y=Xlemdz=C,e-/Xd: war, fo iſt auch dus 
gefuchte Integral der gegebenen Gleichung | 
y=e-Sii:,[fe/d:,.Xdx-+Cr]. 
Er. 1. Zür die Sleihung dy + yd x—x!dk if 
Xsı nd Vox, 


[ae a Su r r [2 Fr 
1 
Leon, 





prix =iog.n tum e RL e , fo wie e 
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alfo [Xdx==x, und daher | 
y=mco"'[[t.e. ds +) 
Es ift aber 
| fe.edı= el —axc+ 2), 
alſo iſt u UU 
. 2 0. ⸗ + —- 2 + 2 
Ex. I, gi die ern (1 —xt)dy +Hıydx=adx hat man 


7 fxdx = — log. VYı—xt, 


xa—, X 





y 


| xas⸗ — ( x?) ;,, 
woraus man das geſuchte Integral. erhält 
R 24x40. VI. 
J Ex, If. Für die Gleichung dy + ——— F + yarmag 22* bat man 


Kl und wie! 





alſo auch 
— 43 -e, 


demnach dad gefuhte Integral 


=! Se ax C]. (Rergl. $. 66, II) 
$. 206. (Reduction der dreygliedrigen Gleichungen der 
erſten Ordnung.) Wenn eine gegebene Differentialgleichung der er⸗ 
ten. Ordnung nur, zwey Ölieder bat, fo ift die Sonderung derfelben 
immer fehr leicht. Denn bat man 


“.B.uszhdz m a.ur2fdu, | 
welches die allgemeinfte Form einer zwengliedrigen Gleichung der erfien 
Ordnung iſt, ſo hat man auch ſofort | 

B,a-dz = a,ur-sdu, 
wo die Veränderlichen fchon gefondert find. 


Nicht fo verhaͤlt es fich mit den dreygliedrigen Gleichungen, de 
ven allgemeine Form 


— ch Bousdu a. wastdu | 


iſt. Wir wollen fuchen, fie auf ihre einfachite Geftalt zurück zu führen. 
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Dividirt man alle Glieder derfelben durch yalzf, fo erhält man’ 


-fda + - ‚ui. w-idu...(e). 


Es fey nun 
. Br — dy _ _ dx 

æꝛ as — und us-idu ——7/ 
ſo hat man 


x = w-iHt: und ya e—f+ı, 

Differentiirt man diefe Werthe von x und y, und fubftituirt Die 
fo erhaltenen Ausdrüde von du und dz in der Gleichung (a), fo ers 
hält mann, wenn man der Kürze wegen 

— k-ftne b — , 
@-i+tı)y g-irny 
e—g b — 
— 
geſetzt hat, für die geſuchte einfachſte Form der gegebenen dreygliedri⸗ 
gen Gleichung: 

dy byedx — axdx. . . (A) 

Könnte man die letzte Gleichung für alle Werthe von m und n 
integriren, ſo würde dadurch auch die Integration aller dreygliedrigen 
Gleichungen der erſten Ordnung gegeben ſeyn. Da aber dieß unmög« 
lich ift, fo bleibt nur noch übrig, einige der einfachſten Bälle diefer 
Gleichung befonderd zu betrachten. 


- m = 


$. 207. (Gleichung dy + by'dx = ax"dx). Setzt man 
in der ©leichung (A) die Größe n=z, fo erhält man Die vorftehende, 
welche die Riccatifche Gleichung heißt, weil Riccati fie zuerft behan⸗ 
delt bat. 
1. Der einfachfte Fall ift der für mo. Dann ifl 
dy + by?dx = ads, 
dy 
by 
und davon iſt das Integral (nad) $. 136) 
va * 
x los va — yvb‘ 
n. Sept man in der Riccatiſchen Gleichung ya, fo er⸗ 


hält man ‚ 
Littrow's Ant. s- hoͤh. Math. 25 


woraus fofort folgt 
ds = 





- 
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nzi-ıdz -bzidxr = axndz, 
und dieſer Auddrud wird homogen ſeyn, wenn k—ı—m—sk=m, 
das heißt, wenn k=— ı nd m=—3 if. 
Der zweyte einfache all der Riccatiſchen Gleichung ift alfo für 


m =: — 93; J 


v nv 


dy+- by2dxı = - 





x? ’ 
und da diefe Gleichung homogen wird, wenn man 17 = - - fegt ‚ fo läßt 
fie fi) auch integriren. 
111. Seht man in der Riccatiſchen Gleichung y 7 Zr fo 


findet man | 
da + "de = auntrds .. (e), 


und dieſer Ausdruck wird homogen, wenn m — 2 iſt, wie zuvor, fo 
wie er fi) auch fondern läßt, wenn m= — 4 iſt, denn dann hat man 


d d 
dz + 62 - = o oder —* 4 


dz 





= 0 


bz — a 
IV. Sept man in der Gleichung (a) die Größe 
s=-- md otr— x’, 


y‘ 
fo findet man 


a 
4’ +73 


oder, wenn man der Kürze wegen 


_ +4 
3 a) "rede; 








b 
2 — 
y:dx’ =u7 


bo — m44 

— — b., an" uud 73 
dy’ + by?dx‘ — a/x/m’dy; 
ein der Niccatifhen Gleichung ganz ähnlicher Ausdrud, den man alfo, 
nad III., wieder fondern kann, wenn man y = sta fept, 
und wenn die Größe m’ = — 4 ill. 

Faͤnde diefe legte Bedingung nicht Statt, fo wird man in der fo 
nach z’ trandformirten Gleichung wieder | 


= m’ feßt: 


u = und (x)e’T3= x, 


und neuerdings zur Abkürzung 
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a m’ 4 
m 43 . mp Tanga 


feßen, wodurch man zu der Gleichung gelangt: 

dy + buyiade zu alla’ dıd; 
und da aud) diefe wieder der Riccatifchen ähnlich ift, fo wird fie fich 
fondern laffen, wenn m" —= — 4 ifl. 
Sedgzt man diefe Verfahren fort, fo findet man, daß f ch bie 
Riccatifhe Gleichung fondern läßt, fo oft 





m, oder 35 == m’, oder — _ =m’, der — nn a m//n, f. 


leid, der Zahl — 4 iſt, das heißt, fie läßt fih fondern, wenn m eine 
der folgenden Zahlen ift: 


alfo überhaupt, wenn 
4 N 


2N — 1 
iſt, wo N jede ganze poſ itive Zahl bezeichnet, Nz=0 und N= oo mit 
eingefchlojfen, wovon die erfle m==o, und die zweyte m—=— a gibt, 
V. Man fann aber auch in der gegebenen Gleihung y— 
und x’ = x"t: feßen, wodurd) man, wenn der Kürze wegen ? 


m = — 





b- 
= b, — =sı md — == m 


a m 
m+ı m-1ı m41 
genommen wird, erhaͤlt: 
dy’ + b’y?dx’ = a’ xm'dx/, 
Da dieß wieder die Form der Riccatifchen Gleichung ift, fo wird 
man mit ihr, wie zuvor, verfahren koͤnnen. Wenn man naͤmlich in ihr 
Lu 
„Ss ta 
fegt, fo wird man finden, daß die Niccatifhe Gleichung ſich in allen 
den Faͤllen fondern läßt, wo die Zahl m = — a ift, wo alfo 








m _ N 40VN 


iſt, das heißt, wo 
m —238, ei, ift. 
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$. 208. (Auffuchung des integrirenden Factors). 
haben —* oben ($: 61) bemerkt, daß man in den Diferentialgteh 
dungen, durch Combination derfelben mit ihrer urfprünglichen Glei⸗ 
hung, eine conflante Größe eliminiren fann. Iſt nun die urfprüng> 
liche Gleichung von der Form f(x, 9) * C, fo daß die Eauftante C 
von den veränderlichen Größen x und y getrennt erfcheint, fo wird dad 
Differential derfelben ein vollftändiges Differential feyn, und da» 
her nach dem, was Cap. XXVII., $. 163 gefagt worden ift, integriert 
werden Fönnen. | 

Hot man z. B. xdy + ydx=o, fo ift biefer Ausdruck ein 
vollitändiges Differential, wie er denn auch in der That durch die Dif- 
ferentiation der Sleihung xy —=C entftanden ifl, Daher aud) die legte 
Gleichung das Integral der eriten ift. 

Enthält aber die urfprängliche Gleichung jene Conftante als ei» 
nen Factor der veränderlichen Größe x oder y, fo wird diejenige Dif- 
ferentialgleihung, in weldher man den Werth jener Conſtante aus der 
urfprünglichen Gleichung ſubſtituirt hat, Fein vollitändigee Differential 
mehr feyn, und daher auch nicht unmittelbar integrirt werden fünnen. 

Hat man z. 8. die Gleihung y—ax=o, fo ifl das Diffe 
rential derfelben dy — adx = 0, alfo aud, wenu man'a eliminirt: 

sdy — ydx==o, 
und diefes Differential ift nicht volftändig oder unmittelbar nicht in: 
tegrabel. In der That wird aud) die oben ($. 58) gegebene Bedin: 


d 
gungögleichung (7) = (7) der Integrabilität nicht erfüllt, de 
bier P=—y, Q=x, alfo 


ap\ 40 
Jen ud (=)=ı iſt. 


Allein wenn man in der erwähnten urfprünglichen Sleihung die 
Größe a ifolirt, fo dag man hat 


y 
‚-. 


fo erhatt man durch Differentiation 


sdy — ydı — 
x? ‚ . 


und dieß ift allerdingd ein vollfländiges ee da hier 
Pa—Z er alfo auch (5) = ( = — it. 
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Man ſieht daraus, daß die Integrabilitaͤt einer gegebenen Glei⸗ 


chung, wenn ſie nicht ſchon an ſich ein vollſtaͤndiges Differential iſt, 
an die Vyuderherſtdung eines verloren gegangenen Factors, der in 


anſerm Beyſpiele — iſt, gebunden iſt. 


Es ſey nun die gegebene Differentialgleichung 


Pdx 4 Qdy — 0, 
wo P und Q Zunftionen von x: umd y bezeichnen. Nehmen wir an, 
daß diefe Gleichung fein vollftändiges Differential fey, daß fie aber 
durch den Factor z dazır gemacht werden fann. Da ſonach 

Pzdx + 0OQsdy=o 


ein vollſtaͤndiges Differential iſt, ſo muß man, nach $. 58, die Bedin. 
gungögleihung haben: 


oder wenn man die Entwicklung derfelben vornimmt : 


d« dP „ds ,. do 
st "a + 2 7, ' 
oder ie 


Pr —0Q—+ (7 — =0...(. 


Könnte man nun aus Befer —* den Werth voms in x und 
yableiten, fo würde man dadurch auch jede gegebene Differentialgleis 
hung der erſten Ordnung zu einer volltändigen Differentialgleichung 
machen , und fie daher nach Cap. XXVII., $. 163 integriren Fönnen. 
Allein meiſtens ift diefe Beftimmung des Werthes von z aus der Glei⸗ 
chung (A) fehr fchwer, wo nicht unmöglich, da z im Allgemeinen von 
den beyden veränderlichen Größen x und y abhängt. 

I. In denjenigen Bällen aber, wo z nur eine jener beyden Ver⸗ 
änderlichen, 3. B. x, enthält, ift es leicht, den Werth diefed Factors 
z durch die Gleichung (A) zu beſtimmen. 

Dann ift nämlich 


oder 
dz _ dx dp do 


_— (5-0) 
fo daß alfo auch die Größe 
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1 fdäP _ dQ\ 
Q\dy — Ik 
eine Funktion von x ſeyn —* die wir durch X bezeichnen wollen. 
Man hat alſo in dieſem Falle 


log.z = [Xdx oder 2 = e/*i" 
Il. &ollie z nur eine Funktion der Groͤße y feyn, fo würde man 
eben fo erhalten 


ı (/dQ ap _.urrı 
=: -5 und z = e/Tir. 

Ex. I. Sür xdy — ydx=o hat man P=—y, mx, 
alfo wenn z nur eine Funktion von x iſt, K= — 7 und daher 

log.z = [Xdx = log.x? + log. C oder z = = 
wie zuvor. 

Ex. II. Für dx + (adx + abydy)Yı+x?==o hat man 

Pazı +ayıtr, Qa=sbyYıtz), 

alfo auch, wenn z bloß von x abhängen kann: 


io — on und rar = — evt xt, 


alf auch z = 








FE 
Multiplieirt man alfo die gegebene Sleihung durch diefen Factor, 
fo erhält man 


x 








— + adxr + abydy= 


von welcher dad gejuchte Integral ift 
ax + by + log. [x + Vı 4x2] C. 

Man kann noch bemerken, daß ſich der Integrationsſactor bey 
homogenen Gleichungen immer leicht finden laͤßt, was aber ohne großen 
Nutzen für die Anwendung iſt, da man die homogenen Gleichungen 
(nad) $. 270) ſondern, und daher, auch ohne jenen Factor zu kennen, 
integriren fann. Iſt endlich diefer Factor gefunden , oder ift Die geger 
bene Bleihung ſchon an fi der Bedingung der Integrabilität entfpre- 
hend, fo wird man ihr Integral nach dem oben ($. 163) mitgetheil: 
tert Verfahren beitimmen können, da in diefem Falle der gegebene Aus: 
drud ein vollftändiges Differential ift. 

Merkwürdiger it es, daß zwengliedrige, bereitö gefonderte Glei 





‘ 
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Hungen, deren jedes Glied ein tranfcendentes-Integral bat, für ihr 
gemeinfchaftliches Integral zuweilen einen algebraifchen Ausdrud er⸗ 
halten. So gibt die Gleichung 
— __ —— 
v 
wenn man ſie Glied fuͤr Glied integrirt: 


= 0, 


arc. sin, _ aro.sin.T — C. 
a a 


Allein wenn man die erfte Sleihung duch xy multiplicirt, fo 
bat man 
xdx ydy 
Ve-n  'yYay 
Zegt man nun in der Bleichung ($. 153) [ud»—= ur — f ‚du 


zu erſt 








== 0, 


7 ⸗ 











u=yud d= 7 ‚ und dann u=x und dv Id _ - 
u? — x? at—y 
fo erhält man 
— Var + fiyva—x 


= — ıYya—yt +4 faxVa—y’ +C; 
oder, da nach der gegebenen Gleichung fdayVer—ıtzf dx Va: —y* 


iſt: 
yVa—ı: — xVYa?—y: = C 
für das gefuchte algebraifche Integral der Gleichung 
dxVa?— y? = dyya®— x. 


Diefe Bemerkung bat die erfte Veranlajlung zu der Theorie der elliptis 
fhen Bunftionen gegeben, welde wir in dem zweyten Theile diefer 
Schrift näher betrachten werden. Hier wollen wir nur bemerken, daß 
die zwey einfachiten und anwendbarften diefer euiptifchen Sunftionen 


folgende find: 
£.(9, 09) = fdpyVı — atsin.?2y und 


a9 = ee 


wo a = sin.O der Modul, und ⸗ die Amplitude der elliptifchen 
Funktion heißt. Hat man bereits Tafeln berechnet, die den Werth von 
f.(9,0) und F.(9,.0) für jeden Werth von 5 und 0 geben, fo wird 
man diefe beyden Integrale ald gegeben anfehen, wie man die Aus: 


— 
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drüde sin.x, arc.sin.x, log.x u. f. old gegeben anfieht, weil die 
Zafeln für diefe Größen bereits berechnet find Solche Tafeln für jene 
benden Bunktionen findet man in Legendre’s Exercices de Cale. is- 
tegral. Vol. IIL 

Kann man aber diefe Funktionen ala bereits befannt anfehen , fo 
find dadurch nicht bloß mehrere der bereitö oben vorgefommenen Intes 
gralien gegeben, wie z. B. die für die Rectification der Ellipfe und Hy⸗ 
perbel ($. 176 und 177), fondern man kann auch eine große Anzahl 
anderer, fehr allgemeiner Ausdrüde auf jene zwey Zunftionen zurück⸗ 
führen, unter welchen ich hier nur dad Integral erwähne 


f Xdı 
VA-+Bx-+-Cı? + Ds — 


_a+bı Fer +... ,. | 
wo X =  +bıtcır,... eine rationale gebrochene Fun» | 
tion von x if. M. f. Legendrea.a.D. Vol. I. und Crelle’s Jour- 
nal. Vol. X. p. 280. 


XXXIV. 


Integration der Differentialgleichungen 
der erſten Ordnung und des zweyten 
Grades zwiſchen zwey veränderlichen 
Größen. 


$. 209. (Gleichungen der Form dy*--Pdydx +Qdx’=0o.) 
Nach der oben ($. 169) aufgeftellten Erklärung find die Differential 
gleihungen der erften Ordnung und des zwenten Grades folche, welche 
nur die erften Differentiationen der veränderlidhen Größe und zwar in 
iprer erften und zweyten Potenz enthalten. | 

Ihre allgemeine Form ift 

dy? + Pdydx +- Qd =o...(A), 

oder, wenn man durch dx? Dividirt 


2) +r. 2)+0=o. 
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Loft man dieſe quadratiſche Gleichung in Beziehung auf die 

Größe (2) auf, und bezeichnet man durd) t und t ihre Wurzeln, 
ſo hat man 


y dy , 
Er t=o und 7 v= 0, 


und diefe beyden Gleichungen laſſen ſich, ale Diff rertialgleichengen 
der erſten Ordnung und des erſten Grades, nach dem vorhergehenden 
Kap. XXIX. integriren. Sind alfo — o und No die Inte 
grale der beyden legten Gleichungen, fo wird auch das gefuchte Inte⸗ 
gral der Gleichung (A) entweder M = o, oder N=o, oder auch 
dad Produft MN = 0 feyn, da die Gleichung (A) der folgenden 


@-)@-9)= 


gleichgeltend ift, welcher alle jene endlichen Sleichungen genug thun, 
die einen oder die beyde dieſer Faktoren auf Null bringen. 

Ex. 1. Iſt die Gleichung 

dy? — a@dı? =o 
gegeben, fo zerlegt fie fich in die zwey Faktoren 
dy+ad=o ww dy—adıı=o, 

deren Integrale find 

|  ytı=C und y—ıxı=(C‘ 
und jede Diefer zwen Gleichungen ift alfo auch das Integral der‘ gege 
benen Gleichung, ſo wie auch ihr Produkt 

G+taıx— Oy—-aı — C o, 
denn wenn man die letzte Gleichung differentürt, ſo erhaͤlt man 
Ytax— C)(dy—adx) + - ax—- 069 — 
und wenn man hierin die Werthe von 
0— 4x ud y=(’-+ ax 
ſubſtituirt, fo hat man wieder 
dy= — adx und Ay tady, 

wie zuvor. 

Macht man dy= mdx, wovon das Integral y=mx + C 
ift, fo geht die oben gegebene Gleichung d y? — atdx’ = o in fol: 


gende über 
m’ — a! = 0. 


x 


398 S. 210. 

: Eliminirt men aber die Oröße m zwifchen den benden Gleichun⸗ 
geny=mx + C und mt — a? == o, fo erhält man 

(y — 0) — tt =o, 

und auch dieſe Gleichung iſt als ein Integral der gegebenen Gleichung 
dy? — a2dx? = 0 anzuſehen, fo wie das vorhergehende Produkt 
(tax —C)(y—ax—C)=o, obſchon jene nur eine, umd 
diefe zwey Conſtauten enthält. Beyde Sleichungen drüden nämlich 
das Syſſem von ziwey geraden Linien aus, die gegen die Ase der x 
im entgegengefegten Sinne geneigt find. 


.$. 210, (Gleichungen der Form 
dy® +Pdy""dx + Qdy""dx?-+...+ Tdydx"-' + Udx"==0.) 
Auch foldhe Gleichungen laffen fih, wie die in $. 176, behandeln, 
wenn man ihnen die Geftalt gibt 


DELIOERIO —— 


und wenn man fie in Beziehung auf die Größe (2) auflößt. Sind 


nämlid dann t, t, t“... die Wurzeln diefer Gleichung, fo erhält 
man 


Sind nun M=o, N=o, P=o...-die Integrale der letz⸗ 
ten einfachen Differentialgleihungen, fo find fie auch zugleidy die In⸗ 
tegrale der gegebenen Gleichung, fie fowohl, als aud dad Produft 
MN=ooter MNP=ouf. Sind endlid die Faktoren P, Q, 
RB... conftante Größen, fo ift auch 2 = p eine conflante Größe, 
y—C 





afoy=px 


von p ftatt Er in der gegebenen Gleichung, fo erhält man fofort dad 
gefuchte Integral derfelben. 
Ex. Iſt die Gleichung . 
dy +-dx =o oder ff ı =o 
gegeben ‚ fo Hat man fiir die Wurzeln diefer Gleichung 
r=eoupeit: v-3 md p=:—:v-J3 
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alſo find auch die Integrale der gegebenen Gleichung 
y—-— x + C oder y = = G+V—3) + C oder ' 
y= = (G—-V-3) + Ca, 


oder aud das Produkt aus je zweyen oder eudlich das Produkt and 
allen dreyen diefer Gleichungen. 


$. 211. (Belondere Fälle.) Wenn die gegebene Differential. 
gleichung außer * nur eine der zwey Variablen, z. B. x, enthält, 


und leichter in Beziehung auf x, al& auf 2 aufzulöfen ift, fo faun 
man fo verfahren. 


Man fuche zuerft aus der gegebenen Gleichung den Werth von x, 


den wir durch X bezeichnen wollen. Gebt man dann ar == p oder 


dy=pdx, alfo aud) 
y=px— fsdp-+C, 
fo hat man fofort, wenn man x=X feßt, 
y=Xxr-— (Xidp-+C. 
Eliminirt man dann p zwiſchen diefer und der erften gegebenen. 


Steihung, fo erhält man eine endlihe Gleichung zwifchen x und y, 
die das gefuchte Integral der gegebenen Gleichung ift. 


Ex. Sft xdx + ady = b VYdx?-Hdy? gegeben, fo hat 
man 
x+tap=byı-tpt, 
X=—ap-+b Vı +p% 


und daher der vorhergehende Werth von y 
y=— :ap® + bp Yıtp® — b fdp Vı-+p: + C. 

I. Wenn die gegebene Sleihung zwar beyde Variable, allein 
eine von ihnen, 3. B. y, nur in der erften Potenz enthält, fo nehme 
man von ihr den Werth von y in x und p, wodurd man erhält 

dy = pdx = Mdx 4 Ndp oder 
(M—P)dxı-- Nip= 0, 


alfo auch 


Am 
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Kann man nun die letzte Gleichung integriren, fo erhält man 
dadurch eine Gleichung zwifhen p und x. Eliminirt man dann ans 
diefer und aus der gegebenen Gleichung die Größe pr fo hat man des 
geſuchte Integral der gegebenen Gleichung. 

Ex. Sf ydx — xdy = a Var: +dy? gegeben, fo ja 


inan 
y=px+ayvı+p. 
Das Differential diefer Gleichung ift, wenn man dy = pdr 


x d rip m o. 
P+ 7 IR 
Diefe Gleichung zerfällt in die beyden Baftoren 


ſedt 


Der erſte Faktor gibt p — c. Subſtituirt man dieſen Werth 
von p in der gegebenen Gleichung 
y=px+.Vırm 
fo hat man für das gefuchte Integral derfelben 
y=Cxı+tayırcı 


Der zweyte Baltor gibt p = 





und daher, wenn man in der gegebenen Gleichung fubftituirt, 
+yr=% 

melche Mleichuna feine willfürlihe Conftante enthält, und auch auf 

ı vorhergehenden Integrale 
y=Cı+aıYı+C 

» welche daher ald eine befondere Auflöfung 
'erentialgleichung angefehen werden muß. 
sen noch einige hierher gehörende Beyſpiele mit ihren 
n Ableitung man in Euler's Differentialrechnung 
‚ nadhfehen kann. 


— x Vdx’+dy: o gibt zum Integral 
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log:=C+: Vitra -teve te tm 
wo wiſchen beyden Gleichungen die Größe p = — — eliminirt wird. 

(B) ...ydx— xdya ıx ——— eben ſo 


er Wi Pr. 


(C) ... — Vdx? +-dy? gibt zum Integral 





, —i - u 
Verve rc. 
Da das Element des Bogens einer Curve ds = Vdx'+-dy* 
iſt, und da man eben ſo hat 
dx xdy 
d. _ 1 1-7 
\ Vaxy ‚Vaxy ' 
fo ift das gefundene Integral die Gleichung einer Eurve zwifchen den 
rechtwinfligen Coordinaten x, y, für welche der Bogen s—=yYaxy iſt. 


(D) ...adx + bdy = Ydx'+dy? gibt zum Jutegral 
(®—ı)y P abr Lxry@®——ı =C, 


alfo die Sleihung einer geraden Linie, für welche der Bogen 
s = ax + by if. 
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XXXV. 


Befondere Auflöfungen der Differential 
gleichungen. 


§. 212. (Erklärung der befonderen Auflölung.) Wir 
haben fo eben unter den Beyſpielen des $. 178 den Fall angetroffen, 
wo eine gegebene Differentialgleihung, nebft ihrem gewöhnlichen un» 
beftimmten Integrale mit der willfürlihen Conſtante desſelben, noch 
ein andered Integral enthält, welches feine willfürlidhe Conftante mit 
fi) führe und auch in jenem unbeflimmten Integrale nicht enthalten ift, 
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demungeachter aber, wenn man fie differentürt, die gegebene Differen- 
tialgleihung wieder erzeugt. Solche Integrale nennt man befon 
dere Auflöfungen der zu ihnen gehörenden Differentialglels 
chungen. 

Die gegebene Gleichung war 


 ydx— xdy=aydı+dy% 
und für fie würde das unbeflimmte Integral y=Cx+ayı tl! 
mit ihrer willfürlihen Conftante C, fo wie auch die befondere Auf 


löfung y= Va? — xt gefunden, welche feine neue Eonftante enthält 
und durch feine Annahme von C mit jenem Integrale identifch ger 
macht werden fann, obfchon beyde endliche Ausdrüde von y der gege 
benen Differentialgleihung entfprechen. Denn wenn man im Ddiefer 


Differentialgleihung y=Cıtayır+c um Ar = Cdx, oder 
wenn man in ihr y=Ya—x: und dy 7 — fubflituirt, fo 
a? 

wird, in beyden Fällen, der gegebenen Differentigleichung genug 
gethan. 

Eben ſo verhaͤlt es ſich mit der Differentialgleichung 

dy? — xdxdy 4 ydx 0. 
Denn ſucht man aus ihr den Werth von 
+ Ve, 











= 
xdr — xdx — ady 


fo findet man, da 





xdx— ady ve —ıy 
u x — 
— 


iſt, das unbeſtimmte Integral der vorgelegten Gleichung 
Ve—4uy+x +C=o oe 4 205 4 C mo 
Allein derſelben Gleichung entſpricht auch die endliche Gleichung 
49y — 1x2 0, 


and da dieſe in dem vorhergehenden Integrale nicht enthalten iſt, fo iR 
fie die befondere Auflöfung der gegebenen Differentialgleichung. 
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$.213. (Auffindung dieler befonderen Auflöfungen einer 
gegebenen Difterentialgleichung.) Sey U == 0 eine gegebene 
Gleichung zwifchen x, y und einer Conſtante a. Differentürt ‚man 
diefe Sleichung in Beziehung auf x und y, und eliminirt man dann 
aud diefen beyden Sleichungen die Größe a, fo erhält man eine Gleis 
hung der Form 

4U=Pdı+-Qdy=o . 
wo P und Q Bunftionen von x und y ohne a find. 

Man kann aber audy die Größe a ald eine veränderliche Größe 
betrachten, wenn dadurch die in der gegebenen Differentialgleichung 
beftehende Verfnüpfung zwifhen dx und dy nicht aufgehoben wird, 
und unter diefer Vorausfegung wird das Differential der Gleichung 
U = o die Form erhalten 

adU’ = Pdx -Qdy-—- Rda=o, 
wo auch R eine Funktion von x, y und a iſt. 

Diefe Gleichung AU’ 0 geht daher in die frühere Gleichung 
dU =o über, erfiens, wenn a conftant oder da= o ift, und 
zweytens, wenn die Größe R’ felbft gleih Null gefept wird. 

Da nun dad Reſultat der Eliniination einer Größe aus zwey 
Gleichungen, nicht fowohl durch die VBefchaffenheit diefer Größe felbft, 
fondern nur durch die Art ihrer Verbindung mit den übrigen Größen 
bedingt wird, fo erhält man durch Elimination von a aus den beyden 
Bleihungen U=o un) dU’ = 0 offenbar diefelbe Differentialgleis 
hung wieder, wenn man aud) a als eine variable, durch die Gleis 
hung R= 0 beilimmte Größe behandelt. Führt man alfo nun das 
veränderlich gewordene a in die Sleihung U = 0 ein, d. 5. ſchafft 
nan a aus U o mittelit der Sleihung R=o weg, fo erhält 
man ebenfalls eine endliche Gleichung, die aber, in fofern die Gleis 
Yung R= 0 in der That ein variabled a darbiethet, und da daß 
Refultat der Elimination von a aus den Gleichungen U=o und 
R == o nicht audy durch Subſtitution irgend eines conftanten Werthes 
ür a in der Sleihung U o erhalten werden fann, die erwähnte 
refondere Auflöfung unferer Differentialgleihung feyn wird. 

Demnad wird man alfo diefe befondere Auflöfung einer Differen- 
ialgleichung au& ihrem allgemeinen Integral U auf folgende Art fins 
en. Man differentüre diefed Integral bloß in Beziehung auf die da- 
'n enthaltene unbeftimnmte Conftante, und eliminire dann aus dem fo 

\ 
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erhaltenen Differential und dem gegebenen allgemeinen Integral U die 
erwähnte Conſtante. Das Reſultat diefer Elimination ift die befondere 
Auföfung: der gegebenen Differentialgleihung in allen den Fällen, we 
fie durch feinen fpeziellen Werth der im allgemeinen Integral enthalte» 
nen Conſtante dargeftellt werden Fann. 
So hatten wir in $. 178 das allgemeine Integral 
y=(Cx+tayı-+tl: 
Dieß in Beziehung auf C differentiirt,, gibt 
+x ’ 
C — — ct —⸗ 
Vai — x? 
und die Elimination von C aus diefen beyden Gleichungen gibt 
x? + y = at, 
als die befondere Auflöfung der Differentialgleichung 
ydx — xdy=aYydx?+dy* 
Eben fo gibt das allgemeine Integral des $. 179 
4y + 20x + C=o, 
und deffen Differential in Beziehung auf C gibt x—= — C, alſo iſt 
auch das Nefultat der Elimination yon C aus diefen beyden Gleichun- 
gen oder 
4y — xX=o 
die beſondere Aufloͤſung der Gleichung 
dy? — xdxdy 4 ydx? = o. 


I. Man fießt, daß ſich dasſelbe auch auf Differentialgleichungen 
von drey und mehr veränderliden Größen anwenden läßt, und daß die 
Gleichung, welche diefe befondere Auflöfung vorftellt, für die einpüllende 
Curve oder für die einhüllende Flaͤche ($. 133) gehört, welche eine nad 
einem beflimmten Gefepe bewegliche Curve oder Fläche, die durch die 
GSleihung U = 0 gegeben wird, umfchließt und an allen ihren Orten 
berührt. 

Dasfelbe laͤßt ſich endlich auch auf Differentialgleihungen der fü 
heren Ordnungen fortfegen. Iſt z. B. die Gleichung gegeben 

xd:y? — 2edxdydy--xdv“ =o, 
fo ift das nächite Integral derſelben 
| UV=(R+-C)ds -— aCdy=o, 
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wo C die willkuͤrliche Conſtante iſt. Allein das Differential von U, 
bloß in Beziehung auf C genommen, gibt - 

d j 

C — * == 0, 

und die Elimination von C aud diefen beyden Gleichungen gibt 

dy? 
dx? 
und dieſe Gleichung oder 7 Fx= 0 iſt daher die befondere Auf: 
löfung der gegebenen zweyten Differentialgleihung. Wir werden im 
zweyten Bande auf diefe intereflanten Beratungen wieder zurüd 
tommen. 


x? — 





= 0, 


$.214. (Eurven, deren Subtangente u. f. gegeben ift.) 
Wir wollen diefen Gegenftand mit einigen Aufgaben befchließen, die 
fi ‚auf dir Integration der Differentialgleichungen beziehen. 
I. Man fuche die Curve, deren Subtangente gleich einer gegebes 
nen Sunftion X von x ifl. . 
| Die allgemeine Gleichung diefer Curven iſt 
* =X oder log.y= [- 


Soll 3.8. die Subtangente conftant feyn, ſo ſey X == a, fo ift 





log. y =- , für die Logiſtik. — ‚Soll die Subtangente gleich der dop⸗ 


pelten Abfeiffe, alfo X = 2x feyn, fo hat man „= Cx für die 
Parabel. — Soll, für Polarcoordinaten, die Subtangente gleich 
dem Radius Vector r feyn, fo hat man 
rd» 
dr 
die Gleichung der logarithmifchen Spirale. 
I, Um die Curve zu finden, deren Normale ihrem Kruͤm⸗ 


=-:r oder 9 — log.r 





mungöhalbmeffer gleich ift, hat man für die Normale ‚2 und für 





dı3 
TA wenn dx conſtant angenom⸗ 
men wird. Gebt man dieſe beyden Ausdrüde einander gleich, fo ers 
hält man 2 


Im + T=-- d x, 


den Krümmungshalbmeſſer — 


Littrow's Ant. 4. hoͤh. Be sb 


17" 
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oder, wenn man — 8 =p und A F 22 dp fegt, | 


dx 
\ yiptrdy= in 
wovon dad Integral ift 
pyy=C—x 
oder wenn man ben Werth von p wieder herſtellt 
ydy=(Cdx — xdx. | 
Das Integral diefer Gleichung ift aber, wenn x mit y zugleich 
verſchwinden ſoll, 
m 20x — x 
welches die Gleichung des Kreiſes iſt. 
III. Um die Curve zu finden, deren Krummunge halbueſſer eine 
conftante Größe a ift, hat man 


ds3 . ad r 
J— I: u) 
Iſt wieder 2* = pr alfo £ — = = =, fo ift die letzte Gleichung 


dx? 


in _ @ + p2)® der dx = — adp 








2 
| Ga+P) 
wovon dad Integral ift 


xC — 


oder, wenn man den Werth von p= Tr 7 wieder herſtellt, 
ar 
dy — —— —. 
| ıT Va=a-0% 
Das Integral diefed Ausdrudes ill 
y— C = Va—(x—C)? oder 


@-+0-0’= 8 
die Gleichung des Kreifee. 


$. 215. (@rajectorien). Wenn in der Gleichung einer gegebe: 
nen Curve die in ihr enthaltene conftante Größe ſich nach und nad 
durch alle Abftufungen ändert, wenn z. B. der Parameter einer Pa: 
rabel ſich ändert, während der Scheitel derfelben uuveraͤnderlich 1 
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fo erhält man eine Reihe von einander unendlich nahe liegenden Para⸗ 
bein, die alle denfelben Scheitel und diefelbe Abfeiifenare haben. Man 
ſuche diejenige Curve, welche alle diefe auf einander folgenden Eurven 
unter einem und demfelben Winfel ſchneidet, deſſen trigonometriſche 
Tangente gleich k fenn fol. Man neunt die geſuchte Curve die Tr as 
jeetorie der gegebenen Eurven. . . 

Iſt die Gleichung der gegebenen Curve zwiſchen den Coordinaten 
x, y und der Conſtante a ausgedruͤckt, fo wird die trigonometriſche 


Tangente des Winfels diefer Eurve mit dee Are der x gleich 3 feyn. 


Drüdt man aber die Gleichung der geſuchten Zrajectorie durch 
die auf diefelben Aren bezogenen Eoordinaten x‘, y‘ aus, fo wird die 
trigonometriſch⸗ Tangente des Winkels dieſer Trajectorie mit der Axe 


der x gleich ſeyn. Nimmt man dieſe beyden Tangenten für einen 


der —— beyder Curven, für welchen alſo x — x und 
y’ —y iſt, fo wird der Winfel der beyden Tangenten zugleich der 
Winkel der beyden Curven in diefem ihren gemeinfchaftlichen Punfte 
feyn, und da diefer Winkel gleich der Differenz der beyden Winkel ift, 
welchen die Tangenten der zwey Curven mit der Axe der x bilden, ſo 
wird man haben | 
dy‘ _dy 
_ dv dx 
— — · 
4152 
In diefer Gleichung wird man den. Werth von =Z, nachdem man 


in ibm x — x und y==y’ gefebt hat, und dann in dem fo erhal⸗ 
tenen Ausdrude den Werth von a aus der Gleichung der gegebes 
nen Curve fubftituiren: das Reſultat dieſer Subflitutionen wird die 
Gleichung der gefuchten Trajectorie feyn. 


Ex. Sey die Öleichung der gegebenen Eurve —E =ax, . eine 
durch den Anfang der Eoordinaten gehende Gerade. Dieß Eur —* == 


(1.) 


und daher die Gleichung (I), wenn man in ihr a ** I, das beißt, 


feht 


kart ray) = wäyt — yran, 
„ sb* 
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oder wenn man durch x? —- y? dividiet und dann nad dem befannten 


Ausdrucke rar . 


. log. Yx + y”? = are. tung. ", . 


Sept man x’ —=rcos.v, Y)=rsinv alle st Lyt —n, 

fo ift die lebte Gleichung | - 
k. log. r m v. 

Die gefuchte Zrajectorie ift alfo die logarithmiſche Spirale. 
(Berg. 93, IV.) 

Wäre ftatt der Geraden eine höhere Parabel gegeben, deren Glei⸗ 
dung ye — ax" iſt, fo würde die Gleichung (I.) in folgende über: 
geben 

k(my/’dy’ + nx’dx) + yläy — nvrdy' =o, 

d maza—ı m d my’ 
da == = alfo auch ne — ift. 

Da aber diefe Differentialgleihung homogen ift, fo laͤßt fie 
fi integriren. Ffür m=n= ı erhält man den vorhin betrachte: 
ten Sall. 


$. 216. (Orthogonale Trajertorien.) Iſt der Winkel, den 
die —*8* mit den gegebenen Curven bilden ſoll, ein rechter Win⸗ 
kel, fo iſt in der Gleichung (I.) die Größe m unendlich, und dieſe 
Gleichung geht daher in folgende einfachere über 


dy d 
+25 z=0...(dı 


und dieß iſt die Gleichung der orthogonalen oder rechtwinfligen — 
jectorien. 
Ex. Iſt die gegebene Curve die Parabel yr =ax", fo for 


man 
my’dy -nxrdxı=o, 


my! -nı!=(, 
oder die orthogonale Trajectorie ift eine Ellipfe oder Hyperbel, wenn 
n pofitiv oder negativ if. SR m=n= ı, fo ift die gegebene Curve 
eine durch den Anfangöpunft gehende Gerade, deren Gleichung yazazx 
und die Trajeckorie derfelben hat zur ns 


"+y’= 


deren Sintegral ift 


‚die für einen Kreis ‚gehört, 


% 
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- Wenn endlich die orthogonale Zrajectorie ein Syſtem von aͤhn⸗ 
lichen Ellipfen, die alle denfelben Mittelpunft und ihre großen Aren in 
der Are der x haben, fo bat man für die Gleichung einer diefer 
Elipfn 
— 
Dieſe Ellipſen werden aber einander aͤhnlich ſeyn, wenn in allen 
das Verhaͤltniß dasſelbe bleibt. Sey alſo = m, fo ift 
ymVYaı, 


a2 — x’? ® 





d ' d 
und daher 2 — az Mr = — 





Dadurch geht die Gleichung (IL) in folgende über 
* Aa Ä 

(aꝛ — x)dx’ 

wovon das Integral iſt | 

. xt? 4 yit = za?log.xt. 


= 0 oder (a — xt) = 


Gehen die Ellipfen in Kreife über, fo hat man y ma! — x?, 
alſo and I = — - und daher die Gleichung (11.) 
ar _ ar, 
. x* 
beren Integral log. xlog. y 4 log. C oder x=Cy für eine 
gerade Linie gehoͤrt, wie ſchon oben gefunden wurde. 





G. 217. (Rettenlinie.) Man ſuche die Curve, deren Bogen s 
der Tangente des Winkels 9 proportional iſt, den die berührende Ge: 
rade an dem Endpunfte diefed Bogens mit der Are der y bildet. 

Iſt a eine conftante Größe, fo hat man demnach 2 = a tang. 9. 
Allein es ift auch allgemein | 
dy 


dx 
— = sin. und Is 


, ds 
und da die erfte Sleichung gibt da —= a ‚, fo hat man 


2 


= COS. 9, 


ud dy= ip, 
cos 








dx = ade =? 


20 
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Die Snwgrale der beyden Testen Olbeihungen ” 
x = — „re und v=«le tang. ? 1 cı. 


co 


Laͤßt man x und y mit 9 zugleich verföminden, ſo iſt c=—a 
und C0, alfo hat man für die zwey Gleichungen der geſuchten 
Curve 





— a und y==a log.tang. 





9o+? 
cos. 9 ns 
Eliminitt man aus ihnen die Hülfsgröfe 9, fo hat man, da 
ang. +? — ı +sin.o iſt, 


c08.9 
a+x-+ YVoaı + 2, 
a . 


| 


für die Gleichung der gefuchten Eurve, deren Differential 
ya—ı_; 
| Vaax-} ı 


1. & war con g ⸗ / alſo iſt auch ung. 9 = 


Subftituirt man diefen Werth von tang. 9 in der erften Gleichung 
s=atang.p, fo erhält man , 
® = 2ax + x 
| oder, wenn x == x’ — a gefeht wird, 
= s = xl? — aꝛ, 

fo daß alfo diefe rectificable die Ketten linie ($. 21) ift, wo (Fig. 35) 
NP=1,AP=vıwWdPMejy il, 

II. Um die Gleichung diefer Curve noch anders audzudruͤcken, fo 
gibt der legte Ausdrud derfelben 
— _ a+ı+Yaastr — a 

——ia ht 


alfo auch e '= Jı1Vassıte — 


XXE. 
„a 


und daher =. 
_ 2, {4 
T = 0° + e — 2, 


oder, wenn man wieder x x’ — a ſetzt, 
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XXXVI. 


Integration der Differentialgleichungen 
der zweyten Ordnung zwiſchen zwey 
Variablen. 


$. 218, Erlte und zweyte Integrale ſolcher Gleichungen.) 
Iſt U=o eine endliche Gleichung zwiſchen x, y und zwey Conſtanten 
a und b, ſo kann man ſie zwey Mal nach einander differentiiren, und 
dann aus den drey Sleihungen U=o, dU=o und. d?U=o jene 
beyden Eonftanten elinriniren, wodurd man zu einer Differentialglei« 
hung der zweyten Ordnung koͤmmt, die von jener Conftanten unab⸗ 
bängig iſt. — Eliminirt man aber aus den zwey erften Gleichungen 
U=o, dU==o bloß die eine a, oder bloß die ‚andere b diefer zwey 
Conftanten, fo erhält man zwey Differentialgleihungen der erften Ord⸗ 
nung, die wir V==o und V/’==o nennen wollen, und es ift Mar, daß 
man die Differentialgleichung der zwenten Ordnung von U==o erhält, 
wenn man aus V=o und dV=o die Größe a, oder auch, wenn 
man aus V=o und d VSo die Größe b eliminirt.. Daraus folgt 
daher, daß jede der zwey Differentialgleichungen V=o oder V/’= 0 
der erfien Ordnung als dad erfte Integral der Gleichung d’ U=o 
angefehen werden fann, während U=o dad zweyte oder das 
endliche Integral dieſer Gleichung d U=o iſt. Man ſieht zu⸗ 
gleich, daß man dieſe endliche Gleichung, oder daß man das zweyte 
Integral U=o einer gegebenen Gleichung d? U=o erhält, wenn 
man die beyden erfien Integrale V=o und V/=o derfelben fennt, 


und wenn man aus den bepden lebten die Groͤße * eliminirt, ſo wie, 


daß das zweyte Integral einer jeden Differentialgleichung der zweyten 
Ordnung zwey Conſtanten der Integration enthalten muß. 
Iſt z. B. die Gleichung 
‚V=o=ax-+ xy + by 
gegeben, fo findet man u 
- d4U=sozm=(aty)dx + (b+x)dy und 
“U=o = 2adxıdy + (b+x)d’y. ° 
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Eliminirt man aus biefen drey Gleichungen. bie Größen a und b, 
fo erhält man. 
U=o= xyd’y— aydydx — . axdy? . 
Eben fo gibt die Elimination von a aus U und dU 
.V=o=(b+x)xdy — bydz, 
und die Elimination von b aus U und dU 
V=so=(a-+y)yds — axdy, 


und endlich die Elimination von * aus V und V⸗ 


o=ax — xy-- by, 
aelche⸗ wieder die urſpruͤnglich gegebene, endliche Gleichung iſt. 


F. 219. (Einfachlte Formen dieler Gleichungen.) In den 
nun folgenden Ausdrücken bezeichnen die Größen X, X’... Funktionen 
von x, und Y Zunftionen von y. Die Größe x wird ald unabhängig 
oder ihr erftes Differential dx conftant, alfo dx — 0 vorausgefept. 


Betrachten wir zuerft einige einfache Gleichungen der zweyten | 
Drdnung, deren Integral —8 ohne Schwierigkeit erhalten wird. 


J. = ’ı i=o 
Dieſe Sleihung " fofort 
. + ſxas = 6 


und wenn man noch mat integrirt: 
y+tfdxfXdx = Cx + C, 
wo C und C’ die Eonftanten der Integrationen find, 


d?y 
1.0.0... 7+Y=o 
Multiplicirt man dieſen Ausdruck durch dy, fo hat man 
ey, 0 “+ Ydy=o, alfo aud 
ds’ de 9 
2d. "+ Ydy = 0 oder 


3 ——— oder 


= vc — afYdy, 
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woraus fofort folgt: | | 


x — — 40. 
—— 


Iſt z. B. I = 0 gegeben, ſo hat man 


xilo. Ey + VCF + 


wofür man auch, da C und C/ willfürliche Conftanten find, feßen 
faun, wenn log. nat. e = ı iſt: 


y = CG.ez - C/,e-e=, 
Iſt. aber © Tr strey=0 gegeben, fo ift 
ı= = aro. ein. —7 4 C’, woraud folgt: 


y= C . sin. a (x — c/), oder auch 


‘ 


C C 
J= sin. ax  —. COS. ax. 


d?y 
III. 2... 7 rt=° 


SRultiplicirt m man diefe Gleichung durch dx, fo ift - 
dxd?y 
dp 


alfo au), da - das integral von 


m — Xdx, 
dxd2y 





für dx = const, if, 


dx dy _ 1 
et oder de Gyr JXir’ 


‚umd daher 
ret+ fan 
Eben fo findet man 
w. SE+Y=0...x=04 finerr-e, 
d? d 
V. Ta +12 =0..y,= GC + Sdx.e0- year, 
d2y d 


I_ 
nr et fee t⁊; ˖ 





⸗ 
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. 220. (Gleichungen, die blotz I I und ST us ohne x 
y enthaiten) went man in folchen Oteigungen d „_ pdr, fo iſt 


Z=p un nd — SR, und dadurch wird die gegebene Gleichung 


* 
auf die Form Top gebracht, wo P eine Funktion von p iſt. Dar⸗ 
aus erhaͤlt man a . 
| x—=C-+ = Er  () 7 
und da dy=pdx=p.TE ift, fo wird auch 


„-0+ per 2. (MM 


Eliminirt man dann aus — beyden Gleichungen (I) und (IT), 
nachdem man fie integrirt hat, die Oröße p, fo hat man die gefuchte 
Gleichung zwifchen x und y. 


Ex. I. Die Gleihung a dꝛ y dy dx, gibt auf dieſe Weiſe 
C4 log.” SG, 
Ex. II. Eben fo erhält man aus | 
(dx + days)" + adtydı=o 





für die Gleichung (I) und (IT) 





ap \ a 
x —C und — = C! 
+ — — ‚+ — 
und daher, wenn man p eliminirt: 

« — C! + — 609) = a. 


Ex. III. Die Sleihung ad?y = d xVdx? 4 dy? gibt eben fo 
für () und (II): 





dp vJ apdp 
Vırp —— 


alfe auch | 
x+C=alg.(+Vi+r) und 
y+Fo=ayı$rpi 


| aiſe auch, wenn man daraus p eliminirt: 


vg For Ze 
x+C=alg 17-277 277000 I +o+ a a a u 
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Ex. W.. . I XRAAS gibt für M und In 


x—C ing (b--ap) und 


y-=0—2_10.b-+ap). 
Die erfte diefer Gleichungen gibt | 
log. (b--ap) =a(C—ı) um 
peilee—b), 


und wenn man diefe Biene in der zweyten Gleichung ſudſtütuitt, fo 
erhält man 
y=(0(- 7 —A 


de y ady bd — 
FEx. . tt taetre= 


Dieſe Gleichung gibt n 


x20—- 
wenn n dympdx iſt. 





dp 
e+ap+ bp’ 


. 221. (Gleichungen, die bloß; au = und x aber 
nieht y enthalten). Setzt man wide 


dy __ y__ dp 
4,“ Pı alfo auch Fe 2 — ir 


fo verwandelt fich die gegebene Seihung in eine der erften Ordnung 
zwiſchen p und x. Kann man diefe integriren und p durch x auddrü« 
den, fo ift 
— C + Spdx, 
oder wenn man bequemer x durch p ausdrücken fann: 
y=px— fxdp. 
1. Auf diefelbe Art wird man verfahren, wenn die gegebene Glei⸗ 


hung bloß 22, 7 und y, aber nicht x enthält. Denn dann ift 
7.=P * —52353 BE, und dadurch verwandelt 
fi die gegebene Sleichung in eine der erften Ordnung zwifchen p 
und y. Kann man diefe integriren, und p durch y ausdruͤcken, fo iſt 


412 - $: 22 1« 


.=c4[7, 


oder wenn man bequemer y durch p ausdrüden kann: 


x! „rt [- 
... dt dp) dty = bxdx’dy. 
Dies gibt fofort 
(xt + 42 pr) dp = bpxdx, 
oder, wenn man x=pz feßt: 





dp — bzsdz 
pp "ar c—b)2° 
Das Integral diefer Gleichung iſt / 


p= G. [a* + (ı —b) [= 9, alfo auch 


x=pz = Cz[a +(ı — b) 2[,0-9, 


\ 


und daher | 

yz= px — Sxdp, oder 
yanCl!z [a?--(1—b) ei bc! f 2242 [a-4(1—b) a + Cr. 

Kür den def onderen Sal b= ı ifl | 


2dz 22 
log. & 5* 7 * 7 und 


x. ps = apy3 tg. B, alfo auch 


_ ap: ya log. - afpipY 2 log. + 6. 


1... (dx + dytjr-— Xdxdty. 





Dieß gibt | 
\ == —R_, alſo auf 
(1 + p%)* 
2 dx 
"CC — * —. 
U — 


Setzt man der Kürge wegen 


V=c+[% , fo wird Po 
ı — U: 
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und daher - 
eo + spa + fe 


d? 
il. ... tag =bil. 


Udx 


u 





Multiplieirt man durch sdy und integrirt, fo hat man, wenn 
d Ä . 
zo fi (2) 4 oder 
ds. dy\2 . 
5* (7 gelept wird, 


5 
— — 38 cos. y — abz = 0, 


dy | 
und von dieſer Gleichung ift das Satearel 
s=C.e?r-+ - (sin.y — ab oos. y). 





* 777 
Differentiiet man dieſe Gleichung in Beziehung aufy, und ſtellt 
den Werth von (2) = (2) wieder ber, fo hat man 


d aa N 
— — sh C. J——— — (cos. y tab sin. 9) 


ald dad erfle Integral der gegebenen Gleichung. 
bd?y dy?\:» 
Ex. IV. : m = (a — x) ( +5) . 
Sept man dy=pdx, fo hat man 


— = air, u 
G+Pp" 


wovon dad Integral if: 
bp = ax — x! + G; 


yızpp 
oder, wenn C == 0 iſt: 
dy= 





je-- 
+4 





(ax — 12) dx 


VAb — (saax — 1222 

das gefuchte erfte Integral der gegebenen Gleichung. Man hält aber 
eine Differentialgleihung der zweyten Ordnung für integriert, wenn 
man ihr erfted Integral oder ihre Differentialzleichung der erſten Ord⸗ 
nung angeben kaun. 


Mb $. 222. 


‚aaa. (Gleichungen, welche nur die Groſzen =, = 


und u in der erſten Potenz e enthalten.) Sey die Gleichung 
gegeben: 
ZI La +Bymo 
da? 7 ‚ 
wo A und B conftante Größen Am. Seht man y=e/"1r, fo ift 
dy usx d?y usz 
= ufade md Ta(e4; 2)® efudz, 
alfo geht die gegebene Seh in folgende über: 


u +58 "+ Au+B=a, ’ 


Da in diefer Bleidang die veränderlichen Größen uunb x ab» 


gefondert werden "können, fo laͤßt fie ſich integriren. Man hat 
naͤmlich 
du 

or ver 


alfo auch wenn —E 4B — A: poſitiv iſt: 


— A-+ 3x 
x — vn % arc. ung. vr N] 
und wenn R mA — 4B Fe ift: 


A ax — yk‘ 

- 7 ‚ log. At, | 
1. Man fann aber auch die gegebene Gleichung auf folgende mer 
würdige Weiſe integrixen. - | | 

Wenn man die Größe u conflant annimmt, fo hat man = ==o0, 
und man muß daher haben W--Au+-B=o. 

Sind m und n die Wurzeln diefer Gleihung, fo ift 

fudx= mx + C ode Sudx = 'nx + c, 
und daher 

ya enr:tl m el .e"t, oder ah y=C. er», 
und eben fo 


[3 
* 


* — Ces. 
Der erſte Werth von y gibt 


C ME d dy _ 2 
„= Cmem md = Cm emr, alfo auf 
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SI+AT + By=C.e (m tAm+B)=o, 
und ben fo a man mit dem zweyten Werthe von y die Gleichung 
2443 +By=C.e: ‚@+4An+D=o 


Es wird daher die Gleichung y=C em LO: ebenfalls der 
gegebenen Differentialgleihung Genäge leiften, was auch die Werthe 
von C und C’ find, und jene iſt daher das vollſtaͤndige Integral von 
diefer. 

- Sind die beyden Wurzeln einander gleich, fo geht die Gleichung 
(1) in folgende über: | 


Set oder 


u=m-+ cr: 
Man hat daher 
fix +me+kg(C+r) und v 
y u enitlbelttn — el ‚em. (C+x), 
wofür man fchreiben kann 
| y=e(C+ÜONs) 
Sind endlich jene beyden Wurzeln imaginde und von der Form 
a+by-—ı, fo hat man 
fudx = ax + bxy—ı + const;, 
oder wenn c eine willkuͤrliche Conſtante ift: 
fudix=alx+e) ba +e)yY—ı 
x = ax +bxsy—ı ac tboy—ı 
Sept man der Kürze wegen 5 
eactbev-ı C md edt—bev-ı _ C, 
fo erhält man | 
 y=(C. 
— o°: ſc. ebzv—ı +C, e-bzv-n, oder 
y= et: [(C+C/) cos. bz + (—-a)v-ı . sin. bx], 
wofür man wieder ſeben kann: 
= e: (Ccosbx + C’ sin. hX). 


eastbrv-ı ı cı ear—bry—ı 
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Ex. Iſt die Gleichung 
dꝛ y ı dy ı 
at, 7 r3:77° | 
gegeben, und a<äb?, fo find die bepden Wurzeln der Gleichung 
F Ä 
2 u 3 — 

uꝛ 4 g + „=o 


imagindr. Geht man nämlich der Kürze wegen 


- 


Y _ ı N) 
va Ya ze 
fo find diefe Wurzeln 
an=— +: V— 1 und 
12-2*—-7 v—ı, 


und daher dad gefuchte Integral 
en Er ein 
-® | b, [ec 2 + «sin. ]. 

ur d?y dy. 
$. 233. (Gleichung dr Sm FIX, +%.)= 0.) 
Diefe Gleichung läßt ſich auf diefelbe Weiſe, wie die vorhergehende, 
“ behandeln, wenn man, wie dort, zwey particuläre Werthe von yan 
geben kann, die derfelben Genüge leiften. Sind ndmlid M und N 
diefe Werthe ‚ fo wird dad gefuchte integral der gegebenen Oleichung 


ſeyn: | - 
jy=C.M+-C.N, 


wo C und C’ die zwey willkuͤrlichen Conſtanten find. 


Denn es iſt 

dy aM dN d?y d2M dıN 

„euren at tT 
alfo auch 


dey dy rem dM ‚8 
tet tem] 
" d?2N dN 
+ C 5x7 4 un|=o | 


weil von den zwey eingefchloffenen Factoren des zweyten Theild dieſer 
Gleichung, der Vorausfegung gemäß, jeder für ſich gleich Null if. 
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I. Kennt man nur einen particulaͤren Werth von y, fo fege man, 
wenn diefer Werth M if, y=Mz, wo z irgend eine unbeilimmte 
Sunftion von x bezeichnet. Dann hat man 


dy dM- dz 

dz *— 2 Ir + MT und 
d?y d?M dM dz d?z 
em run trMiG 


und wenn man diefe Werthe in die gegebene Gleichung ſetzt, ſo muß 
ihr Genüge geſchehen, oder man muß haben: 


„EM dM dz mi: dM 
z ix Tat: dx 7,7 trM at: x +xnZ - + X Mz= 0. 
Allein ige | der Voraueſeburs iſt 
v 
— “+ + X’M Fe) O, 
alfo muß au 
aM dz m 
377 77 —-M ia 4 ul o 


feyn. Man fee alfo — = z!, fo wird man haben 


dM dz’ 
227... 4+M.— + XMzo=o, oder 





'_dM dr‘ 
xXdiı= — 2 m” * woraus folgt 
d 
5xdx = log, in oder zZ = 3 — * o-/Xdr, 
alfo auch 


€ 
z — C! + ff „em /Xde, 
und > daher Mz oder 
y—=M. Me „ e-fXde, 
welches das Du Integral ift. 
3 
Ex. Iſt — * 24 rer — 2 re — (@ + bıy = 0 gegeben, 
und fegt man, wie im vorbergeßenben $. 222, ‚ bie Größe yzse/edr, 
fo erhält man die hung 


B 
u? + tige tem 
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418 $ 224. 
die ih, für (a+-bx) a = in folgende verwandelt: 
e+ec+yZira—bi+B=e 
Sind aber m und n die Wurzeln der Gleichung 
t -(A—b)t-Bo=o, 

fo wid fär t gleich m oder n auch I" == 0, und es find Die jwep par- 
tieulären Werthe von u: 

u = und u = u 
alfo find auch die zwey Werthe von 

fudx = log. (a +bx) und? fudx = - log. (a + bx), 

und daher auch die zwey Werthe von 


ya e/sdı (a + bxjP ud y= (a+ bx)P; 
fo daß alfo das gefuchte Integral ift: | 


—C.(a+b)" +» C.(a+ ba). 
11. Die gegebene Gleichung 
d2 d 
oo mtigtl=o 
läßt fi auch auf folgende Weife integriren. Setzt man I: = efedı, 
wo u irgend eine Bunftion von x bezeichnet, alfo aud © * und * 


wie oben ($. 222), fo geht die gegebene Gleichung in folgende über, 
"+. +XıtK=o, 


welche das gefuchte erfte Integral der gegebenen Gleichung iſt, die aber 
nur ſelten noch einmal integrirt, oder auf das ämepte Integral zurüd: 
geführt werden Fann. 


$. 224. CGleichung der sm + xÄ T7+X y=Xu) 

Sept man y=Uz, wo aud) U ara eine Bunftion von x fegn fol, 

fo geht diefe Gleichung in folgende über: 
U * 


dꝛ V 
Urt) ten te Dt Ha 


$. 224. 419 
Berlimmt man nun die Größe z fo, daß 
d?z .dez . 
ar\yrKımo 
wird, fo hat man zur Perimmung der Bunftion U die Gleichung 
dU dz 


Krarr + X2.24 X, 


oder, wenn man —= U fegt: 
4 u 
sU. * 4 XUz + * =.,X!! oder 
av +(x+2 ade 
Iſt nun z eine gegebene Sunttion von xy und fest man der Kürze 
wegen 


9) Udx = Xu 


adz 


=X + 7 


wo alfo auch V eine Funktion von x ift, fo gibt die letzte Gleichung— 
wenn man fie durch e/Vd= multiplicirt : 
e/Ydz, dU’ 4 e/Yd:, UVdx = e/Vir, xudr, 
2 


und davon ift offenbar dad Integral 
U’. eSVdr = fe/VYi:, x⸗ oder 
| d 
Ur = e-/Vär. [fervor . zu + c]. 
Es ift aber 
jYıs= IC + zb — [Xdx 4 log. 22, 


und daher 
e/Vvas- — 2? , e/!d: m e-/VYdı * . 6-/Xds; 


alfo ift auch Ä 
U * „eSXd: [fe/*4* .X’ızdx + C] und 


= fV’dx + C, 
y=zfV’d<-+ C’z. 
Man fieht denneqh daß die Integration der Gleichung 
x- 





und endlich 


nz 
27 * 
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von der Integration der in dem In 223 betrachteten Oleichung 


az 
Fer +x2 tIr=e 


abhängt. 





$. 225. (Gleichung der Form | Feen Iı A 7 -+By=X, 

wo A und B conftant find.) Die Integration diefer Gleichung 
hängt nach dem in $. 224 Gefagten von der Integration der Gleichung 

2 a 

— —A = +Bz=o 

ab, und man feiftet, nach $.223, diefer Gleichung Genüge, wenn 
man z— en fegt, wo m fo beftimmt wird, Daß 

m -Am+-B=o 
if. Da nun für dieſen Fall XA, und das vorhergehende XX 
wird, ſo hat man 

U = e-At m: [feAt+ 2 Xdx+-C] ud 


. Ge— (A+ım)z , 
= — 2 m) x A-Lm)x — — — — 
U=ferür dx featmıXdx — + 0 
e-(Aafım)2 5 Le „ SermıXdx 
zuchuullar "Ey Kae a ST 
Ge-(&-+ım)x 
— A 2m +4. 


Da aber ze": md y=Uz if, fo wird, wenn man n flatt 
— (A--m) fest: 
Cenx 
ya Cem — ⸗ — 
m— a 


+: 


m — n 


emz 


fer. Xdx — ——— fe-rr. Xdr. 








Da vermöge der Voraudfepung m n—— A, fo iſt n die au 
dere Wurzel der Sleihung m -Am+B=o, 
Für den Fall, wom=n;, il 
A+2m=o wd A+-m=—m, alfoaud 
U = fer"Xdı + C und 
U= ſdx fe-""Xdx + Cx 4 C’/ oder 
Um xfer"’Xdx — fer"'Xrdx + Cx + Cl, 
und daher | 
yo" fx fe-""Xdx — fer""Xxdx] + er: (Cx + CN. 
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Für den Fall endlich, wo die Wurzeln der Gleichung 
m Am -B 0 
imaginaͤr, und vom der Form a+by— ı find, hat man 
emx — garbv—ı)z „_. gas , „bıiv—ı 
= ed", (co.bxr + y—ı.sin br), 
und eben fo 
er: au er, (cos bx— Y—ı.sin.bx). / 
Subflituirt man diefe Werthe in dem vorhergehenden erften Aus⸗ 
drud von y, fo erhält man 
y= e*: (C cos.bx + C/ sin. bx) 
+ — [sin. bx. fe". Xdxcos.bx— cos.bx. fe—".Xdxsin.bx]. 


$. 226. (Gleichung der Sorm ZI + ay 4 XS 0.) Um 
diefe Gleichung zu integriren, wird man nur in den Ausbrüden des 
vorhergehenden Paragraphe die Größe A—=o, B=a: und Km —X 
fegen. Dadurch geht die Sleihung m + Am--B=o in m?--a?=o 
über, fo daß daher m—=n=ay— ı ift. Seht man daher in der letz⸗ 
ten Gleichung des vorhergehenden Paragraphs die Größe ao, bau 
und X=-—X, fo erhält man für das Integral der hier gegebenen 
Gleichung 


GC, C ı . 
y=zsinax- — cos. ax 4 - cos. ax [Xdx sin. ax 


— sin. ax f Xdx cos. ax. 


Iſt Hier die Größe X aus Bliedern der Form R. (mx + e) 
aufammengefeßt, fo bringt jedes ſolche Glied in y ein Glied der Form 
K sin. 
| m: _ 92 * 00» mx + €) 
hervor. Iſt aber, für einen befonderen Fall, me=a, fo bringt das 
Glied KH. (ax + ©) in dem Integrale y erſtens ein Glied . 
K sin. 
— 482 . cos, (A X +.) 
hervor, welches aber fchon in dem Ausdrude 


GC. C 
- Z in. ax + cos.ax, 


422 9 2277. 


wegen der conftanten Größen C und C’, enthalten gedacht, und daher 
weggelaffen werden kann; dasſelbe Glied bringt aber auch in y noch 
das Glied 


+2. (c+o 
hervor, wo das obere oder untere Zeichen genommen wird, wenn im 
X das entiprechende Glied ein Sinus oder ein Cofinus if. 
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XXXVIL. 


Integration der Differentialgleihungen 
der erften Ordnung zwifchen drey 
Bariablen. 


e $. 227. (Aennzeichen der Iutegrabilitätdiefer Ausdrücke.) 

Sey die Differentialgleihung gegeben: - 
Pdx + Qdy— Rdz=o.... (N, 
wo P, Q, R Bunftionen von x, yund z find. Soll dieſer Ausdrud 
in der That durch die Differentiation irgend einer endlichen Gleichung 
zwiſchen x, y und z entflanden feyn, fo muß ed einen Factor a geben, 
der den Auddruck 
an(Pdx + + Qdy + Rd;) 
zu einem vollitändigen Differential macht. Wetrachtet man dann 
eine diefer drey Größen, z. B. x, als conflant, fo muß auch 
»(Qdy 4 Rdz) 

ein volfländiges Differential feyn, oder es muß die Bedingungsglei⸗ 


hung Statt haben: 
ZR) - (ee) on oder 


+) rCh) all) = 


Ganz auf diefelbe Weife erhält man auch, wenn y oder z com 


ftant iſt: ” 


/ 
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GE) 
()+ rl) 4) -0G@)=° 


Multiplieire man die erfle diefer drey Bedingungsgleichungen 


durch P, die zweyte durch Q und die dritte durch A, fo gibt die Summe 
Diefer Produt 


r (2-5 Sn) + E-:) HR DR = 0.(M), 


und dieß Mn die Bedingungsgleichung, welche Statt 35. muß, wenn 
Die Gleichung (1) durch Differentiation irgend eines endlichen Ausdrucks 
zwifchen x, y und z entftanden ſeyn foll. 


$. 228. (Integrationder &leichung Pdx+Qdy-+Rdz= 0.) 
Wenn man fich, nad) dem vorhergehenden Paragraph, bereitö verfichert 
bat, daß diefe Gleichung integrabel iſt, d. h. daß fie der Bedingunges 
gleihung (IT) entfpricht, fo nehme man eine ihrer drey Wariablen, 
4.8. z ald conſtant an, wodurd man die Differentialgleihung 

Pdx-+ Qdy=o 
zwifchen zwey veränderlichen Größen x und y erhält, die man alfo, 
nach dem Vorhergehenden , integriren wird, Nennt man dann C die 
Eonftante diefer Integration, fo differentiire man das gefundene Inte⸗ 
gral von neuem, doch fo, daß man nun alle drey Größenx, y, s 
als variabel, und C als eine Bunftion von z betrachtet. Vergleicht 
man dann diefes Differential mit dem urfprünglich gegebenen 


Pdx + Qdy — Rdz = o, 
fo gibt diefe Vergleichung ſoſort den geſuchten Werth von C durch die 
dritte Variable 2. 
« Ex. I. Nimmt man in der integrablen Gleichung 

dG + +IYaHD HIGH =o 

die Größe z conflant, fo hat man 
dyte) tHiyatı)=o, 
wovon das integral ill: 
log. (x +2) + log. (y +2) = log. C oder 
K+9u+9=C. 
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Differentlict man aber die legte Gleichung in Beziehung auf x, 
yundz, fo erhält man | 
dxy+z) + Ay +e) +delstytan)=dc, 
und wenn man von diefer Gleichung die gegebene fubtrahirt , fo iſt 
| dC = 22dz dr C=2--C; 
alfo ift au) das gefuchte Integral 
a+yyt+9=er + de xy — C. 
Ex. II. Nimmt man in der integrablen Gleichung 
dx(ay — ba) + dy(cz— ax) + dz(bx— cy) = 0 
wieder z conftant, fo findet man 
1 ay—bz 


- los. 
a cr —axr 


— - log.C oder ey—br 
a 02 — ax 


= C. 


Vergleicht man aber das Differential der Iegten Gleichung mit 
ber gegebenen, fo findet man, daß C in der That eine Conſtante, und 
daß daher das gefuchte Integral ift: | 

ay— br 
ca — 8X 


$. 229. (Wenn die Gleichung PdxF Qdy+Rdz=o 
der Bedingungsgleichung (II) nicht entfpricht.) In diefem 
Salle hat man lange geglaubt, daß dann jene Sleichung fein Integral 
babe oder abfurd fey. Allein Monge hat gezeigt, daß ſolche Diffe 
rentialgleihungen immer durch zwey endliche Integrale, die eine will: 
fürlihe Bunftion enthalten, dargeitellt werden fönnen, und daß ſolche 
Bleichungen daher gewiffen Sattungen von Frummen Linien von dop- 
pelter Krümmung zugehören. 

Wird z als beftändig betrachtet, und nennt man ꝓ den Sactor, 
ber die Gleichung Pdx--Qdy integrabel macht, und fegt man 

| fuPdx-+rQd)=U, 
fo ift das gefuchte Integral der letzten Gleichung 
U=(Cc, 

wo C nad dem Vorhergehenden irgend eine Funktion von z bezeichnet. 
Differentiirt man jegt diefe Gleichung in Beziehung auf alle drey Var 
ziablen, und bemerft man, daß 


ar m (ent 


=(. 
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ift, fo hat man 


es [la 


und bieß mit der gegebenen Gleichung 


rPdx + uQdy + „Rdsmmo. 
verglichen, * 


0 =) m 


Sept man daher C—=pz oder gleich irgend einer Funktion von 
z, fo hat'man bie beyden Gleichungen 


U= 9z 
dU tr 
77)JzrRe pr 


if; und diefe beyden Gleichungen ftellen daher das 


Integral der gegeben Differentialgleichung 
Pdx + Qdy 4 Rdr=o ver. 
Ex. If die Gleichung gegeben: 
dz xdx ydy- 
bie jener Bedingungsgleihung (IM) nicht Genuͤge thut (außer wenn 
s=b=o wäre), fo hat man, wenn man z conftant fept: 
xdx -- ydy 
Sept man alfo den Factor 
A=x(x—e) + y(y—b), 
fo wird diefer Ausdrud xdx-- ydy, alfo integrabel, und er gibt 
x 4 ?=(C. | 
Sept man daher U— x? + y% und C5, alfo auch 


au) _, 
G nt 


Ro — __ 


2 — cC 





wo = 


= 0 


fo erhält man, da 


ift, für dag Integral des gegebenen Ausdrucks die beyden Gleichungen 
ı g=x"+4+y% 
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or (s—2)+ ‚sb 


_ n.—c 
in welchen 92 irgend eine willfürliche Zunftion von z bezeichnet. 
In der That, obfchon der hier gegebene Ausdruck der Gleichung 
(II) nicht entfpricht, fo wird er doch, wenn man zwifchen den Größen 
x und y eine Abhängigkeit feitfest, die man durch die Bleichung 
y= 9x auddrüden fann, eine beftimmte Bedeutung annehmen , die 
dann durch die Gleichung 
\ dz ixFox.o’s)dz 
2—c  x(w—a) + gx.gs—b) 
zwiſchen bloß zwey Größen x und z gegeben wird. Nimmt man 5.%. 
für den einfachſten Kal 9x=x an, fo erhält man 





de _ axdx — sdı 
= —c ık—a)+ıui—b) sı—a—b’ 


woraus folgt: 
z— co=C.(ax—a—b), 


und dadurch wird das Integral des gegebenen Differentialausdruds 
durch das Syſtem der beyden Gleichungen ausgedrückt: 


J — x/ 
z— — 060. (2x — a — 6b). 


xxx— 





XXXVIII. 


Integration der partiellen Differen- 
tialgleihungen. 


$. 230. (Gleichungen der Form (£) =R,moR eine 


Funktion von x, y und z ift), Eine endlihe Gleichung zwifchen 
dren veränderlichen Größen x, y, z, von welchen zwey, 5 B. x 
und y, unabhängig find, bat befanntlich zwey erſte Differentialglei⸗ 


chungen, von welchen die gine (2) oder das partielle Differential 
von z bloß in Beziehung auf x, und die andere eben fo (Z) gibt. 


— - pP 4 
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Die Integration dieſer partiellen Differentialgleichungen bildet 

einen eigenen und ſehr wichtigen Zweig der Analyſe. Wir wollen hier 
nur die vorzüglichſten derſelben kurz anzeigen. 

Wenn die gegebene Differentialgleichung bloß den einen der bey⸗ 


den hartiellen Differential.Eoefficienten, z. B. () enthaͤlt, alſo von 


| der Form (2) = —R iſt, wo R eine Zunftion von x, y und z be» 
zeichnet, fo MR man aud) 


m dx = Rdx oder dz— Rdxco, 


Da aber in der gegebenen Gleichung (2) = =R die Öröße y ald eine 


conftante Größe betrachtet wird, fo it da— Rdx—o eine ge 
wöhnliche Differentialgfeichung zwifchen den beyden Variablen z 
und x, deren Integral daher nach dem Worhergehenden gefunden 
werden kann. — Se U — C=o diefed Integral, wo C die 
Conjtante der Integralien bezeichnet. Allein diefes C ift hier nicht die 
gewöhnliche Conftante, wie wir fie bisher betrachtet haben, da fie of⸗ 
fenbar auch von der Groͤße y, und zwar auf eine ganz willfürliche Weiſe 
abhaͤngen kann, ohne daß dadurch die Gleichung U+-C=o aufhoͤrt, 


das Integral von (7) = —=R zu ſeyn. Diefem gemäß werden wir 


alfo für das Integral der gegebenen partiellen Differentialgleihung den 
Auddrud haben: 

Um fy, 
wo fy jede willfürliche, felbft dicontinuirliche , ja ganz geſetzloſe 
Sunftion von y bezeichnet. 


Ex. I. (2) =a gibt 


de — adx=o, 
und davon ift dad Integral 

Uso=z — ax 

Alfo it auch das Integral der gegebenen partiellen Differentialgleichung 
z=ax + fy. 

Wenn eine gerade Linie in der coordinirten Ebene der xz mit der 
Are der x einen Winfel bildet, deffen trigonometrifche Tangente gleich 
a ift, fo wird ihre Gleihung z= ax + C ſeyn. Wenn fich dann ir⸗ 
gend eine willfürliche und willfürlich gelegte Curve von einfacher oder 


N 
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doppelter Krümmung mit ſich felbft parallel und fo bewegt, daß ein be 
Rimmter Punkt derfelben immer durch jene Gerade geht, fo wird Diele 


Eurve eine Bläche befchreiben, deren Gleichung (2) == a oder and 














s=ax--fy iſt. 
de 
Ex. li. ( — ibt 
x dx j = gi | 
de ——— =o oder z—= yx 2 
very + ’ 
alfo ift auch das gefuchte Integral | 
z = Yı?--y? + fy. 
de y 9. 
Ex. III. (z = — gibt eben ſo 


. x 
z = yarcsin.- 4 fy, 
und auf Diele Weile erhält man 





von = —das Integral x — — = fy, oder, was dasfelbe if: 
2=zıy-tty; 
. (#)= — » zs=— Vyr ⸗24fy 
» (z )== » zs—=ı.fy,ufw 


$. 231. (&leichungen, die beyde Coellicienten (= und 


(; 1) aber ohne xyz, enthalten). I. Sey .(z =)+b(z ) 
und a, b, o beſtaͤndige Groͤßen. 
Setzt man der Kürze wegen 


d dz 
= — und q= 75 
fo Hat man allgemein fiir jede vollftändige Differentialgleihung zwifchen 
drey veränderlichen Größen: 
dz=p dx -t qdy.ı 
In dem gegebenen fpeciellen Falle it aber 


e — ap 


e=ap+bqg dr g= ——ı 
alſo auch, wenn man dieſen Werlh von q ſubſtituirt: 
de = gay + Elibdx—ady), 














x 
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Da aber der legte Ausdruck integrabel feyn fol, und da < dy 


ſchon für fich integrabel ift, fo muß es auch (bdx — ad y) fenn, 
d. 5. die Größe p muß irgend eine Bunftion von (bx — ay) feyn. 
Segen wir alfo [p(bdx— ady)=f(bx— ay), fo hat man 
z= 57 + Sf(bx — ay), 
und dieß ift das Integral der gegebenen Gleichung. 
ft für einen fpeeiellen Kal b=— a und c=o, alfo die ges 
bene Gleichung (77) = (7, ) fe Sat man für ihr Integral 
gebene Gleichung )=(5)' man für ihr Integr 
z = f(x-L-y). 
dz\? dr\? 
II. Sey (=) + (2) == ı gegeben, oder pꝛ gt, 


alfo aud) | — 
qg=YyYı—p: und dq = - .——. 


er 
Es ift allgemein z—= f(pdx + qdy), und überdieß 
fpdx=px — fxdp und fady= qgy— fydg, 


alfo ift auch Ä 
z=px-+ gar — frdp-+ydg). 
Subſtituirt man in diefen allgemeinen Ausdrud die vorhergehen⸗ 
den Werthe von q’ und dgq, fo erhält man " 


z =px + qYı—p - Sa(e- = -), 


t-— p? 





und das gefuchte Integral ift das Nefultat der Elimination von p aus 
den beyden Gleichungen 
py 


z = px + yVYı—p — fp wm 7 


1 — p? 

Sür den einfachften fpecielen Gall it fp= 0, alfo auch 
— _Py x — —— 
x —— oder p= vazz und 1 — p? — 
und daher das geſuchte Integral 

x Vax 4 y?”, 
welches aber nur eine particuläre Auflöfung if. . 


== f’p. 
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$. 233. (Gleichungen, die beyde Eorihirieuten und zwey 
der Best xyz enthalten.) Sey AX ) + Br (7 -)= =C 
gegeben, wo X eine Zunftion von x, und Y vony, und A, B, C be 


ftändige Groͤßen bezeichnen. 
Daher g — 2 
dz=pdı+ 1er! in —2* über: 


ut 


* dy\ 
dge = z—+A AXp - 5) 
und daraus folgt, nie Iuvor daß —8 eine Funktion von 
ı (rdy 
1. —B f Y . 


feyn muß, und daß man * für das geſuchte Integral hat 


GC rfdy ı (dx ı fdy 
=sf7 + GSE- 3/7) 


ift, fo geht die allgemeine Gleichung 


| * 
xx. Bir Ax () + By ()) c if XS Ip 


alſo auch das Integral 
— Ö 1 £ *8* 
| = „los3 + 5 
Iſt überdieg A=B=ı und C=o, fo hat man 
dr dz ‘ 
x 9) *5 (5 = 0) 


wovon das Integral z= f - ift. 


$. 433. (Gleichung der Form AX ( 2) +BY (z =(2) 


So Mi Gleichung gegeben 
ax ) 4 Br (7 = CZ, 


wo X, Y, Z nach der Ordnung Bunftionen von x, y, z find. Diele 


Gleichung gibt 
sung 2 CZ — AXp 
| Im — 
und wenn man dieß in de— pdx + qdy fubftituirt: 


da— 2 dy = P (dx — ar dr) oder 


$. 234. 431 
dz _ dy — AXpydx dy 
. CZ BY cz \axX sr) 
woraus fofort, wie zuvor, für das gefuchte Integral folgt 
ı fdz ı fdy ı frdx ı fdy 
SF -3S7 -"GSF -:S7)- 


1. Für den befondern Sal X=x, Y=y, Z=z hat man 


x ax (5) +ar)=eH 


wovon das ntegral — ;= f— — ;f Eben fo ift von 
* 


x ı 
x (z) + (z = 2 bad Integral 5 zu a 


Für den fpecielen Fall X=xr, Y=y?, Z=z md 
—B=(C= ı hat man 


dx _ 1 y j ds 1 
x Tr [7 =-; zz 
dz\ . 
fo daß daher von der Gleichung x? (5) + y: (Z) * 2? das Ins 
tegral iſt 0. 


=; +63) 
Eben fo ift von :(£ 3) +- ( =) = - dad Integral 
| 2—=yt + fi), 


$. 335. (Gleichung der Form 2=P(3 —9)4 06 D)- 


Iſt die Sleihung z= P(7) + 205) gegeben, wo P fowohl 
als Q Sunftionen der beyden Größen x und y ſeyn follen, fo wollen. 
wir, um das vollfländige Integral diefer Gleichung zu finden, anneh: 
men, daß man bereitö eine particuläre Auflöfung derfelben kenne, 
die auch in den meilten Faͤllen leicht zu erhalten if. Sy z=U 
diefe particuläre Auflöfung, wo U eine Zunftion von x und y, alfo aud) 


au du 
=) 4 | 
Man fege nun allgemein z= U.fT, und ed fey 
dT = Rdx + Sdy. | 
um die fo eingeführte Größe T zu finden, bat man, wenn 


432 9 234. 


(To if: 


| (z ) = (7 ET + UR.GT und 


(z -) = (7 er +08. FT. 


Subftituirt man diefe Werthe von (5) und (2) in der ges 
gebenen Gleichung , fo bat man, da 2 * V.fTit: 


ur=[r( DER] £T + U[PR-+QS].fT 


Da aber UP ) + (7 —) ift, fo find die beyden er- 


ften Theile der legten — einander Lich, und man hat daher 
PR+Q5=o ober I=-—-7: 
' und endlich, wenn man biefen Werth von S in der vorhergehenden 
Gleichung dAT—=Rdxr-- Sdy fubftituirt : 


aqT= R (dx — [m sd). 


"Die Auflöfung unferer Aufgabe reducirt ſich daher auf die Iutegras 
tion der gewöhnlichen Differentialgleihung Qdx— Pdy= o jwis 
fchen den beyden Größen x und y, die man nach dem Vorhergehenden fin» 
den wird. Nennt man dann T das fo gefundene integral, fo it fofort 


—J—— {T. 


i Ex. I. e=y 42( ) 

Von dieſer Bteihens Au z=x--y eine particuläre Auflöfung. 
Weiter ift P=y und Q=x, alfo geht die Gleihung Qdx— Pdy=o 
in folgende über xdx — ydy==o, von welder das Integral iſt 
T=3?—y?. Dad gefuchte Integral der gegebenen Gleichung ift daher 

2 * “rn f(x —y?). 

Er. 2 tn (+ 


Bon diefer Gleihung it z = Vx”-+y? eine particnläre Auf 
löfung, und man hat P=x-+-y, Q=y—x, und die Gleichung 
Qdx — Pdy geht in folgende über: 


AT au (ydx— xdy) — (xds--ydy)= 0. 
Fe 














Yy 


235. ' 433 . 
Um biefen Ausdruck zu integriren, multiplicire man ihn mit 
dem Factor ar 7, fo erhält man 
T = arc. tang. - — 2log. (x? -+-y?), 


alfo ift auch das gefuchte Integral der gegebenen Gleichung 
2 = Ve --y? . £| are. tang. - - — log. (x? +n)- 


$. 235. (Gleichung der Form P(G 55*006 „)=0 


Iſt In Gleichung Pp-+Qq = 0 gegeben, wo p, q die A 
hende Bedeutung haben, und P, Q Bunftionen von x und y zugleich 


find, fo bat man p= — 24, und wenn man diefen Werth von p in 


der allgemeinen Bleihung de — pdx + qdy fubflituirt, fo erhält 
man 
dz = S(Pdy — Qdx). 

Da aber z eine Funktion von zwey veränderlichen Größen x und 
y feyn 100 , fo muß A(Pdy— Qdx), alfo au (Pdy — Qdx) 
ein vollſtaͤndiges Differential feyn, oder doch durch irgend einen Factor 
p dazu gemacht werden fönnen. Heißt dann U das Integral von 
rar — Qdx= O, fo ift 

z = fU 
das gefuchte Integral Der gegebenen leichung. 
und die erwaͤhnte — ——— — —— dU=o iftxdx + 747 == 0, 
alfo ift auch —F 23* und 
2265) 

die bekannte Gleichung de durch Notation entftandenen Slächen. 

Ex. II. So x(Z -\4- (2)=% pitP=x, Q=y 
und dU=xdy dm — 0. Diefe Gleihung wird durch den 
Factor * integrabel, ſo daß man hat U= alſo auch 


220). om 
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I. Sft P=X eine bloße Funktion von'x, und —8 eine bloße 
Funktion von y, alſo die gegebene Gleichung X () +Y (= -)=u 
fo geht die Sleihung dU = Pdy — Qdx in folgende über: 

Xdy — Ydı=o, 
alfo ıft U — E day _ fi T. Ganz eben ſo erhaͤlt man auch für die 
Gleichung Y 2) +X (7 = 0 den Ausdruck 
V IVôdy — fXdr. 


$. 236. (Gleichung der Form P(z :) + 0G 5) = R). 


Diefe kun. in welcher jede der Größen P, Q, R als Zunttion 
von allen drey Variablen x, y, z voraudgefept wird, ift die allge 
meinfte, die man für partielle Differentialgleihungen der erften Ord» 
nung zwifchen drey Größen x, y, z geben kann. 


Sucht man daraus den Werth von (7) „ und fubftituirt ihn in 
der Sleihung dz = (z dx + () dy, fo erhält man 
Pdz — Rdx = q(Pdy— Qdn). 

Sind nun die Größen P, Q, R fo befchaffen, daß der Ausdruck 
Pdz — Rdx nur die Größen x und z, und dag Pdy— Qdx nur 
die Größen x und y enthält, fo muß es einen Sactor a geben, der 
Pdz — Rdx, und einen Factor a, der Pdy— Qdx zu einem 
vollftändigen Differential macht. Nennt man U und U’ diefe vollftän- 
digen Differentiale, fo Hat man | 

Pds— Rdr=-. dU and Pdy— Qdı= * ‚au, 
und die vorhergehende Gleichung er dann in folgende über: 
dU’ = .dU. 
* 

> aber diefer legte Ausdruf nur dann negroe ſeyn fann, 

wenn * irgend eine Funktion von U iſt, fo fey * = YUV, alſo auch 


dU U . dâ U, und das Integral dieſer Gleichung oder 
VU PU 
ift zugleich das gefuchte Integral der gegebenen partiellen Differential» 
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gleichung. Weniger einfach wird die Auflöfung, wenn die benden Glei⸗ 
Hungen dU=o, dU’=o die erwähnte Eigenfäafe nicht haben. 
(M. ſ. Lacroix, Vol. II., &. 53ı.) 

Ex. Sey (2) *7 (5) =az, ſo iſt P=x, Q=y, 
R=az, alfo find auch jene zwey Differentialgleichungen 
du = xdz — ardıs =o und dV’ xdy — ve =o, 


Nimmt man für die erfte derfelben den Bactor a = * —, und 
für die zweyte u — Zr fo bat man 
xdz —azdxı sdy—ydı _ 
ö—N—— — o und m. = 0, 
und davon find die Integrale | | 
y . 3 


U Z und U = 2, 
xa x 
alfo ift auch dad geſuchte Integral 
= 9 zr oder was dasfelbe iſt, z—= x. f!. 
Kür amı hat man 


(7 )+r( —=z und z=all, 


die befannte Bleichung der —— Flaͤchen. 

1. Eliminirt man aus den beyden Gleichungen dU=o nnd 
au’ o die Größe dx, foerhält man Qdz— Rdy=o. Dem⸗ 
nach redueirt ſich die Auflöfung unferer Aufgabe darauf, das Integral 
von zwey der drey folgenden Gleichungen zu finden: 


Pdz— Rix=o, Pdy— Qdx= o, Qdz—Riymo, 


Ex. I. Sey die Gleichung —12 ) +2 (= 5) + y==0 gege⸗ 
ben. Hier ift P=x, Q=z, R=—y, alfo find auch jene drep 
Differentialgleihungen : 
sdy— zdx=o, xdz 4 ydx ⸗ o, sdz-ydy=o. 

Das Integral der legten iſt * 222 42. Subſtituirt man dar⸗ 
aus den Werth von y in der zweyten Gleichung, fo erhält man 

dx ds 


. zZ 
— =o oder log.x arc. sin. - = log. b 
x Va 8 + a 8»: 


28 *® 





- 
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Man hat daher 
U=vVyr+z ud U = x. —— 
und daher für das geſuchte Integral 


are, ai. —— 
| x.e vHrogntte) 
| 4 | . de dz 
II. Iſt endlich die gegebene Gleichung P(7) +0 (z =: 
in Beziehung auf die Größen x, y, z homogen oder von gleichen Di- 
menfionen, fo fege man x—= tz und y==uz, wodurd) die Größen 


P, Q, R die Form annehmen P’z*, Q/z2°, R’z*, und wo daher die 
vorhin argeliheten Difſerentialgleichungen in toigende übergehen: 


(P' Ay — Rdt=o 9 Ru) —Bdu=o, 
die nach der Elimination von IE — geben 


(9 — Bro)dt — (Pr Bydu =0....0) 
Da diefe Gleichung nur die Größen u und t enthält, fo wird man 
ihr Integral fuchen und dadurch den Werth von t in u beftimmen, um 
ihn in der einen oder der andern der beyden Gleichungen 


d 2 Rdt dz _ Rdu 
arm sv yon: 
gu ſubſtituiren. 


Ex für die Gleichung (2) 47 205) —=xy bat man 
Paxıztz, Q=y=uft, R-exy=tust, 
alfo auh P=t,Q’'=u, R’=tu. Damit gibt die Gleichung (1) 

(1 — ut)(udt— tdu) = 
. Dad integral von udt — tdu= 0 iſt -=a oder t — au. 


Subftituirt man diefen Werth von t in der gwenten der Gleichungen (»), 
fo har man 


dz. _ audu 
[7 1 — au?’ 


wovon das integral ift 


log.z = — tlog.(1 — au?) + log.b oder 2. VYı—au=hb, 
woraus folgt 
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zYı -ut=g- oder V⸗⸗ — 


wofür man auch ſchreiben kann 22 — x —) 9! - 


d? 

$. 337. (Gleichungen der Form (de a Wr — = )=P). 
Um nun nöd einige der vorzüglichten partietlen Differentialgleihün. 
gen des zweyten Grades zu betrachten, fey zuerſt (=): = P, wo pP 


bfoß eine Zunftion von x und y ift. Da diefe Gleichung auch ſo aus⸗ 
gedrüdt werden kann: . 
== = Pdx, Zu 
fo ift ihr erftes Sntegral S ——(Pdx-+C, oder da c eigentlich eine 
Funktion von y iſt: 
de 


r 
= fPdx +9y over d= AxfPar + ir. 9Y, 
und wenn man diefen Ausdruck wieder in Beziehung auf z und x in⸗ 
tegrirt: 

— D—— 
wo 97 und py willkürliche Funktionen von y bezeichnen. 


Ganz eben ſo gibt die Gleichung (= = P, wenn P wieder 
eine Bunftion von x und y ift: 


& = fayfPäy Hypx + yx. 
Ex. Die Steigung (77 )= 7 —_ gibt 
| —— und füxfpax =, 
alſo ift auch —— xↄy4 vy. 


$. 238. (Gleichungen der Sorm (T )=P = =) +®. 
Iſt in * Gleichung P ſowohl als auch Q eine Funktion von x und 


yr fo fey ( 1 ) = u, alfo au (T =) = (2): wodurch unfere 
Gleichung auf die einfachere des erften Grades 


(=) = Pu +? 
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gurüdgeführt wird. Diefe Gleihung gibt du=Pudx-+- Qdx, 
die mit dem Factor e-,/Fd* multiplicirt, zum Integral gibt 


| ‚u.e" "= fe-°® .Qdx + py oder 
1 ge Qdx + 0".97, 
wo der Kürze, wegen » = [Päx gefegt worden iſt. Multiplicirt man 


bie legte Gleichung durch dx, und integrirt in Beziehung auf z und 
x, fo bat man. 


z = feäüxfeT"Qdx + gyfe”dx + Yy. 
1, Eben fo gibt (F) =?(7 =) +q das Integral 


ne fayfere gay +ox.feäy + Hr. 
wo nl iſt. 


Be. (74) ) o% 
=, P=-, om alg.xı, ®!=xt, 
und daber 





m tr 


Ganz auf dieſelbe Weiſe gibt (=) = :(z -) +. 5 das 
Integral 


$. 239. (Gleichungen der Form (z * 5) +P(Z-)=% 
wo P fowohl als Q Funktionen von x und y find.) Er mar 
auch hier (2) = u, fo erhält man (7) + Pu= Q. Um dieſe 
Gleichung zu integriren, wird man die Groͤße 
u=Xt oder du=tdX 4 Xdt 
feben, wodurch man erhält 
tdX + Xdt + PXtdy = Qar. 
- Da man bier die wilfürlihe Größe X fo annehmen kann, def 
Xdt-+- PXtdy=o if, fo wird dann auh t X— Qdy ſeyn 
müffen. Die erfte diefer zwey Gleichungen gibt | 


U 
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dt + Ptäy=o oder = — Piy, 
wovon dad Integral t= e-/Pir iſt. Subſtituirt man dann diefen 
Werth von t in der zweyten ©leihung tdX = Qdy, fo hat man 
dAX = effir.Qdy oder X= fe/fir.Qdy + Ci; 
und da endlich u=tX war, fo ift Ä 


= () = fir. [ferrir.Qdy+ cl] + C. 


Sept man alfo wieder fPdy, und läßt die zwey Conſtan⸗ 
ten C und C’ Funktionen von x und von y ſeyn, fo hat man fir das 
Sptegral der gegebenen Gleichung 


„= fiäx.e""[et.Qdy+ 9x] + Fr 


I. Eben fo hat die Gleichung (—-) + P(7) = Q zum 
Integral den Ausdrud 
z = fdye[fe?.Qdx-+-py]) + Yxı 
we »o = fPdx ill. u 
IL St P= o, fo hat die Sleihung 5) =Q zum In: 


tegral 
z = fdäxfQdy + füäx.px + +y oder 
== fdyfQdx + fäy.gy + tx Ä 
und beyde Ausdrücde können als identifch betrachtet werden. Denn 
da die Funktion 5 ganz willfürlic ift, fo fann man fdx.pgx= px 
und fdAy.py=py ſetzen. 
11. StP=Q= 0, fo ift die gegebene Gleichung 


(= = 0;:- 
dıddy) 





und ihe Integral 
Sept man _ , 
s=y+7 md =1-7 
was alfo bloß eine Änderung der Coordinaten x, y einer Curve voraud« 


fegt, fo if . | 1. 
dxs=sdy-+r — nd dy=dy — —, alfo aud) 


dıdy = dya — = 
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fo daß alfo dann die Oleichung 


(1; *20 


d 12 ⸗ 
) 
a 


die auch fo gefchrieben werden fann: 


7) 


fo daß daher, weny von den beyden Gleichungen 
d?z ai 
dxd 25) =o wb (z :) =: (= 
das Integral der einen befannt ift, dadurch auch dad der andern geges 
ben wird. - E86 ift nämlich von (G as das Sutegral 
z = 9x Y P7,° 
und von (&) = = (7 =) ift das Integral 
= (+ ) + (7 - 2) 
oder was dasſelbe ift: 
z=p(x+tay) + Y(x—ay) 
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in folgende übergeht: 





XXXIX. 


Drincipien der Rechnung mit begränz 
ten Sntegralen. 


$. 240. (Verfchiedene Ausdrücke desfelben begränzten 
Integrals.) Wir haben bereits oben $. 159 u. m. der begrängten 
Sintegrale (integrales definies) erwähnt, die entfliehen, wenn man 
ein allgemeines Integral ffx. dx zwifhen zwey Graͤnzen der 
Stammgröße, 3. B. zwifhen x=a bi6 x—=b nimmt. Nennt man 
Fx das allgemeine oder unbeftimmte Integral (fx. dx, fo dag man 
bat Fx == ffx.dx, fo wird man das begränzte Integral im allge: 


— 
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meinen fo ausdrüden fonhen: 
— dx Eb- — Fa. 


In dieſem Ausdrude wird der Theil Fb — Fa, nibſt den —E 
den Größen a und b, auch noch andere, z. B. ſelbſt die veränderliche 
E, enthalten, wenn nämlich diefe ſchon in der gegebenen Funktion fx 
begriffen if. Da aber eine folche Größe E bey der Integration von 
Sfx.dx ald eine Conflante betrachtet wird, fo wird dann die Größe 
Fb— Fa aud ald eine Funktion von S angefehen oder gleich YE be 
trachtet werden fönnen, fo Daß man die Gleichung hat 


fe, 84x = vr 


&o hat man z. ©. daß allgemeine Integral 


—ı)d ‘ are 
SR” I. [ı —J—— N 


ı (&—ı)dı or. 
J. an = Er 
fo daß alſo der Logarithmus irgend einer Größe E' durch das begraͤnzte 
Integral eines Ausdrucks gegeben wird, deſſen veraͤnderliche Groͤße x 
ift. Dasſelbe läßt ſich auch auf andere algebraifche oder tranfcendente 
Sunftionen anwenden. Auf diefelbe Weife wird man auch, wenn fx bie 


beyden Größen E und v enthält ‚ das begränzte Integral fi f(x, br v) 


als eine Sunftion von E und v betrachten, und fo die Gleichung auf⸗ 
ſtellen koͤnnen: 


ſ. rd )ir= Her, * 


und dasſelbe Verfahren wird ſich auch auf zwey⸗ und mehrfache Ins | 
tegrationen anwenden laſſen, fo daß man bat. 


«ff Wy,ddre #6 
ff. Kay Dis rt uff 


Man bemerft von felbft, daß ſolche Ausdrücke einer Funktion von 
E oder von &E, v, . . . durch begraͤnzte Integralien, deren veraͤnder⸗ 
lihe Stammgrößen x oder x, y, . . . find, eben fo allgemein als in 
ihrer Anwendung fruchtbar ſeyn werden. j 


alfo ift auch 
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Aus dem Vorbergehenden entfpringen gleichfam -von felbft fol 
. gende Ausdrüde, die man ald eben fo viele Theoreme ber Rechnung 
mit begtanmnen Integralen anſehen kann. 

I. Jedes Integral dieſer Art laͤßt ſich in zwey andere aufloͤſen, 
va man offenbar hat 


ſatax = ftxdx + f„fxdx. 


u. Die beyden Graͤnzen des Integrals laſſen ſich umkehren, denn 


| Nixas = — | tas. 


II. Iſt fx gleich einem Aggregate mehrerer anderer Funktionen 
vonx, deeit fx—=px Hgx tr +. .., ſo iſt auch 


fitx.ax = [ px.dx + ffarde+ forrde +... 


IV. Sey #x irgend eine andere, von fx unabhängige Funktion, 
d. — 


ed iſt 





und der Kürge wegen =yr 


Sept man dann sy, fo ift dx y/y ‚dy, und daher | 


geht i das unbeftimmte Integral [fx.dx über in FECHy)F’y- dy. 
Sucht man nun aus der Gleichung x = Yy durch Umfehrung 


—3 





den Werth von y inx, den wir durch die Gleichung y — x aus⸗ | 
drüden wollen, fo wird man für x=a haben y= da, und für xsoab 


eben fo y=db, fo daß daher das begrängte Integral f; fx.dx 


gleih wird dem integral fi tb f($y)#y.dy. 
Dder endlich, ‘wenn man dad Zeichen y, dad hier nur alt Mit 
tel gebraucht wurde, mit x verwechfelt, fo hat man 
b 
fEtx.axe (), 1099.43; 


ein wichtiger Sap, von welchem alle nächfifolgenden nur als befondere 
Bälle zu betrachten find. 
V. Es ift für jeden Werth von h 


fir. dx = ff, "ex t-h)dx. 


Denn iſt x—y-+h, filyagı—=x—h. Demnad gibt u 





die Gleihung (aa — h, fo wie man für x==b hat db=b—h 


Endlih inch +x=y-- bh, alfo auch 4x = ı. Subſtitnirt mas 
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dieſe Werthe in IV., fo erhält man die hier in V. aufgeftellte Glei⸗ 
chung, wodurch in die beyden Graͤnzen a, b eine wilfürliche Größe h 
eingeführt wird. 

Seht man, wm diefen befondern Gall noch mehr zu befehränfen, 
hz=sa, fo hat man 


- fir.4x=f) "t@+9).ir, 


vu eine der beyden Gränzen a, b auf Null gebracht wird. 
. Htfx=er, alfo auch f(x +h)= e'rt, fo hat man 
die unbe fimmten Integrale 
Sfi.d=e und fi(x-Hh)dx em e:t$, 


and daher ift das begraͤnzte Integral ſ. fx.dx ſowohl als auch 


iR f(x-+-b).dx glei e® — er. 
ft eben fo fx—= (1 + x)?, alfo au f(x h)y (1 +x+ h)%, 
fo findet man für beyde begrängte Integrale den Ausdrud 
ja+b’ at 
VL Eben fo hat man 


. fx.dx = ft@4b=9): dx. 


Denn fegt man in EV. bie Größe s=a+by fo ift 
=dı=arb— x 

Der Werth ET | air daher dx b, und x—b gibt dx am a, alſo 

it au, da yx=—= — ı if: 


fi dı= - Senn ix, 


oder nad) Nro. II.: 


J. is. dx = („a+b—n). dx, 


wodurch die veränderlihe Größe mit einer andern verwechfelt wird, 
während die beyden Gränzen diefelben bleiben. 
VII Sept man denfox—=y-+: @+b), fo erhält man 


fe di en ex +2(a+b)].dx, 
wodurch die beyden Oränzen gleich np gefegt werden. 
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VIII Iſt ferner 


——— —— — ud 
B— «a 
xB-a) Fab — ap, 


b—a 


fo hat man auch | 
7 = dı = | 
Demnad) ft y=daı=a für =, und y=4b=ß für x=b. 
Überdieß hat man 
— 2 


h 
dir oder Hr Bez 
ajfo ift auch nach Nro. IV.: 


12.42 = 5 fit REDET 


wodurch die beyden Gränzen a, b in zwey andere. =, B verändert 
werden. 

Will man z. B. die Gränzen a, b in die zwey einfachen o und 1 
oder umgekehrt verwandeln, ſo hat man 


IE: — 8-3, f[a+ (b—e)x].dx, 





und aus diefen Ausdrüden erhält man nod).die beyden einfachen 


fiz.42=bf\ tbæ. as und, ſ. fx.dx = afte:. dx. 


Man fieht daraus, welchen Nugen eine tabellarifche Sammlung 
von Integralen: zwifchen den Graͤnzen o und ı gewährt, um daran 
eine große Anzahl anderer Integrale zwiſchen andern Graͤnzen abzulei⸗ 
ten. Auch bemerkt man von ſelbſt, daß man in einem der beyden Theile 
der vorhergehenden Gleichungen die veraͤnderliche Groͤße x mit irgend 
einer andern u verwechſeln kann, fo daß man 3. B. ſtatt der vorletzten 
Gleichung hat 
| fi dx=b(' fbu.du, 


und daß man felbft i in diefem Ausdrude noch die Größe b in x verwan: 
deln Bann, wodurd man erhält 


fiir. = x ["fxu.au. | 


Will man endlich die beyden oft vorfommenden Graͤnzen o und ı 
in die neuen Graͤnzen o und oo verwandeln, fo kann man annehmen 
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x 1 1 oder auh x =eoer, 
wo in dem erſten Falle 


= dx = —— — 1, und im zweyten J — — — log. x wird. 


$. 241. (Auflöfung der Funktion f(x) dieler Integrale 
in zwey andere 1%) und f(—x)), Nach $. 240, 1. hat man 


f{ fx.dx =[ tx. ax + ["fx.de. 


Sept man aber x=— y, fo ift 
Sf. fx.dx Sen. dy = (f(-9. dy 
= [! f(—x).dx, 


. Subflituirt man diefen Werth von f\. fx.dx in der erften 
Sleichung, fo erhält man 


„Sera = [Io + f-9)].dx. 


1. Iſt f(—x) = f(x), wie z. B. wenn fx gleich einer geraden 
Potenz von x oder.gleich cos.x ift u. f., fo hat man 


ea: ftnan 


Iſt aber — x)=— fx, wie z. B. wenn fx gleich einer uns 
geraden Potenz von x oder gleich sin.x iſt u. f., fo hat man 


J ’ 
fx.dx — 0, 
— 4 


$. 242. (Ergänzung der Taylor'ſchen Reihe.) Wir haben 
diefe Ergänzung bereit8 oben ($. 82) gegeben und gefunden, daß man 
hat 
fxto)=fx + vofx + — fux +... 
+3 "@+0o), 
und eben fo für die Reife Maclaurin’s: 
fs=fo+xfo + —Mo+... + 
wo 9 eine zwifchen o und ı enthaltene Zahl bezeichnet. Da aber der 


fe (6x), 
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wahre Werth diefer Größe 0 noch nicht beftimmt ift, fo wird e& vortheile 
haft feyn, Diele Ergänzungen beyder Reihen 


R=- fo) und r=; fa (0x) 





.2. 7 2. 3... n 
“auf einem ändern Wege, unabhängig von der Kenntniß der Größe 0, 
zu fuchen. 

Man fieht leicht, daß man bat - 


f(xto) = fx + fra+o—n.ds, 
wenn dad unbeftimmte Integral 
fette —D)=— f(x o—z) 
gefegt wird. ' 


Sept man aber in der Gleichung ($. ı38, 111.) 
| fud» = ur — frdu 
die Größe » =z nd u= f(x -w—2), [0 erhält man durch die 
fogenannte theilweife Integration, wenn der Kürgewegen spa — st 
gefegt wird: 
fer.dz=eft+ Szfrr.dz, 
und eben fo | 
fıfrr.dgs;zflt + ferfiur.dz, 
feten.de=trftt 5 “fsf"r.dz, 
| u. ſ. w. 
Seht man dann von diefen unbeflimmten Sntegrolen, nad 
4. 240, III., zu den begrängten über, fo hat man | 


fer: dz=ufx+ Si str.az, 
fi str .de = Zwtflx 4 fiat. dz, 
are. dz = !uwsfux 4 fl efte.as, 


u. f w. 
Subftituirt man diefe Ausdrüde in einander, und nimmt dabey 
auf die zuerft gegebene Gleichung 


f(x-uo) = fx + fe .dz 
Ruͤckſicht, fo erhält man " 
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fxto) = fx + ofrx + fee. dz 
= fr Fufxr +: sarfız + [© zefur, dt 
= fx Fofx + io: fux + —* 


4 — „aftt ‚das, 
u. f w. 3 

Sept man dieſes bis zum nien Gliede fort, fo iſt 
fFE to) = fx p Jα +iortfüx-... 


ga—ı 


— 198 — — a1 [a 
— mm tal: f t. dz, 
und eben fo erhält man für Maclaurin’s Reihe 
fx =fo+xfo-+:!rfüot... . 
xa—ı 1 1 BER 

+ ae + Mr.ds, 

fo daß man daher für jene beyden Ergänzungen hat 
| A=— nf. zz fat.dz und 


= — —. —*8 


I. Die gefundenen Ausdrücke von R und r Taffen ſich, nad 
$.340, mannigfaltig abändern. 
Sept man z. B. wo — z=u, fo gehen die vorigen Graͤnzen 
= o und z=o in folgende über, u= a.und u = 0, fo daß 
man daher hat 


Re 3% 1) J. ( - uf"). da, 
und eben fo findet man für x— z = u 


ı- ann et ‚du. 
Setzt man aber in der erflen Ergänzung z= uw und in der 
zweyten z= ux, fo hat man 


R- — *— —f anf" tee). du und 


r= — —5. un f" — . da. 
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$. 243. (Ableitung der begränzten Integrale aus den un- 
beftimmten.) In vielen Sällen laifen fi von einem aufgeitellten 
Differentialausdrud begränzte Integrale angeben, während man die 
unbeflimmten nicht fennt, und bier ift ed auch, wo diefe Rechnung 
ihren vorzüglichften Nugen äußert. Aber auch der verkehrte Hall findet 
öfter feine vortheilhafte Anwendung, wo nämlich das unbeflimmte Ins 
‚ tegeal ſchon befannt ift, und das begränzte daraus abgeleitet werden 
fol, eine Aufgabe, die meiſtens feine befondere Schwierigkeiten dar⸗ 
biethet. 

I. So bat man z. B., wie man leicht durch Differentiation fin 
det, die beyden unbeſtimmten Integrale 
acos.ax + bsin.ax 


bat — — —bx 
fe”sin.ax. dx | e — 


und 


a sin. à x — b cos.ax 


a? 4bꝛa 


Setzt man nun voraus, daß die Größe b pofitiv iſt, und ſucht 
man diefe Integrale zwifchen den Graͤnzen o und oo, fo hat man, 
da eb gleich Null iſt, | 


. . 
R e-»#sin.ax.. dx = ap be und 
a? + b2 


fe? cos. ax „‚dx= e-: 





oo 
f erbeos.ax. dx = 
0 


II. Um eben If, für ein andered Beyfpiel, das Integral von 
ımdı 
1% ı— x? 
man, wie wir fehon oben ($. 146) gefunden haben, das unbeftimmte 

Integral 


zwifchen den Grängen x= 0 wı= zu finden, fo Bat 




















fe = - ver 42 (gt 
Vı—ı m Jyiıa' 
Da nun, für die beyden angegebenen Größen das Glied 
— Vı— x 
verfchwinder,, fo ift 
" ımdx m—ı f'ım-ıdı 








— — 
VT m oe Vı 2 
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woraus. man durch wiederholte Subftitution erhält 


’ ımdı _m—ı.m—3.m—5...(m—ar-ı) E 


„Vize. m .m—3.m—4...(m—ar-+3) oVı a’ 
wo r eine ganze Zahl bezeichnet. Es ift aber | 
xdx 
alfo auch 











= — Yı—x? um = arc.sin.x, 


dx 
Yı—ı 








f xdx = 1 und dx BEE, 
oVı—ı Viı—ı 3 
Seht man daber in dem vorhergehenden Ausdrude zuerſt m=ar 
und donn m=2r-- ı, fo erhält man | 
! xırde 1.3.5...(ar—ı) x 
Sk werner 
— 2.4.6...?r 
o Yı_ı? 3.5,7...(ar-+ı) 
übereinftimmend mit 6.146. * | 
IN. Auf eine ähnliche Weile erhält man folgende Ausdrüde, deren 
Entwidelung wir der Kürze wegen dem Lehrer überlaifen. 





“  brax, cexx 
sin, — sin. dx = 0, 
_ a a 
a brı enzx 
cos. cos, — = v, 
_ a a 
a br ernx 
sin. — cos, dx =, 
a a 


j " (so ar) dx = f. (on dr = — a, 


wo b und c eine ganze und a eine willfärliche Zahl beieichnet. 














G. 244. (Weber das Enler’tche Integral.) Euler hat ſich 
zuerft mit dem Integral 


Tp)= f (108. 2) dx 


befchäftigt, daher es auch feinen Namen trägt. Man fieht, daß es, "' 


zwifchen den beyden angezeigten Graͤnzen genommen, nur eine Funk: 
Littrow's Ant. 5. höh. Math. x 29 
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‚tion von der Größe p feyn fann. Da alle Bemühungen vergebens 
waren, diefe Sunftion von p in einem gefchloifenen Ausdrude durch 
algebraifche oder auch durch biöher befannte transcendente Größen aus- 
zudrüden, und da fie doc) in dem ganzen Bebierhe der Analnfis eine fo 
wichtige Rolle fpielt, fo hat man ihr das befondere Zeihen T(p) ge 
geben, und diefe Bunftion Gamma p genannt. 

Um nur die vorzüglichften Eigenfchaften diefer Funktion kennen 
gu lernen, bemerken wir zuerfi, daß man, wenn man x== 07 ſetzt, 
fie auch auf die Form bringen fann 


Tp)= |, eı"dx . .. (1) 
Der lepte Auddrud gibt durch theilweife Integration ($. 138, IIL) 


fer tdx— — em x +p femı"dz, 
und dieß mit (2) verglichen, zeigt fofort, daß für diefe Funktion die 
Gleichung befteht 
Tp+)=pTp)... (2). 

Diefelbe Gleichung (1) zeigt auch, daß man hat T(ı)=ı, und 
eben fo gibt die Gleichung (2) den Ausdruck T (2) = ı, und über: 
dieß, wenn man in ihr p= o feßt, T (0) =. 

‚I. Aus derfelben Gleichung (3) fließen fofort auch die folgenden 

Tp+Y)=pIt(p), 
Tp+)=(pHrtı) Tot!) 
TE+))=(er:)Tp+2) 
Tep+tnr+)=(p+H) T(p+n) um 
Tpt)=?rToO, 
Tp))=e(bp-ı)Te-ı) 
Tp—-ı)=(—:2) T(p—>3) 
Tp—n+ı)=(p—n) T(p—n). 
Die Multiplication der Glieder der erften Reihe gibt 
_ T(ep+n+v 
rPeEtN)E+2N...PFTD= 77, Od 
und eben fo gibt auch die zweyte Reihe 


P(P-?)P—-2)...p—m)= er 
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Sept man in der vorlepten Gleichung p=ı "und fohreibt n— a 
ftatt n, fo erhält man 


T()=ı.2.3.4... @-2) 0), 
alfo auch 
[UT (o+ı)? = ı®. a2. 3. 2. .. (n—ı)? nt, 


woraus folgt, daß, wenn p eine: ganze * itive Zahl, T(p) feine 
tranfcendente Groͤße mehr ift. 


1. Sept man in derfelben Oleichung (3) ſtatt p die Groͤße 
1 — p, fo hat man ur 


7 1 — 
GP) GüñD G-D)... ap) = ern 
und diefer Ausdrud, mit (3) —— gibt 
(1 — pP?) (?—p?) 6*- - M—pR). 


_ Ta+ı—p.Tfa+ı+p) 
PFQ.-Ta-p 


' 


oder aud) 
C-IC-HE-D-6-9 
| | Bu T(n+ Kom. T(a+ı-tp) ı 
* [T(n+ı)% - PFGFGf py 


Da den erſte Faktor des zweyten Theiles dieſer Gleichung ſich der 


Einheit immer mehr naͤhert, Je größer n ift, fo hat man die unend» 
liche Reihe 


1 
25) C2 5) = rer 


Vergleicht man diefe —8 Anzahl Produkte mit der oben 
G.b5) gegebenen Reihe, 


ein.zex(ı 5) (- =) u * ⸗ 


ſo hat man 
TE). Ta—p) ... (4). 


sin.prn 


II. Sept man in der Gleichung (4) flatt p nad) der Ordnung 
-, 2,2, 3... —, ſo erhaͤlt man 
70) 2 Var- 


29* 
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1 go 1 
(5) ' r( n 
n 
3 n—3 x . 
r(:) a) eo 
n 
ne | 1 KR 
(=) 76) 
sın. - — x 
’ . n 
und wenn man alle diefe Ausdrücke unter einander multiplicirt, 


GE, 











und 

















eder da Die Sroͤße unter dem Burzelzeichen gleih — —— ifl, 
ff‘ 2 3 u — 1 2 ⸗—— 
() r(2)- r(2).-- .. . (* )= v= 
IV. Benn man endlich in der Gleichung (1) Die * xeay 
fügt, we a und n pofitive Größen bezeichnen, fo erhält man 


T(p) = na’ |. ey" yar-ı dy. 
q und flellt die Größe x wieder ber, 





Nimmt man daher np= 


% foo° 
r(?) =ıaa Sea ... 06). 
Macht man in diefer Gleihung a = qg=zımı n=3, fe 
hat man, da T)= Vx if, 


| io =: Yr. 


ſo iſt 


3 + 1 — — 

$. 245. Ontegrale der Sorm EHE ar = &, 
dx x 

— umd 


xX 





J 0 au - dx =. I. Sept man in dem Ausdrude y= IE 22Er Ps 


1, x? 
die Groͤße x 2? oder z— Yx, fo erhält man 


os, fit 
y=2 [de 
Allein es ift 


ıtrt 1 1 
ı$2?° ı-zy3 -22 + 1— v3 +2’ 


⸗ 


alſo auch ($. 138) | 
a IE = Va .arc.tang. 











* + Va .arc.tang. — 











ı 2 z* va 
Da aber arc.tang.a 4 arc.tang. ß = arc. tang. en iſt, 
ſo hat man 
— mt 


und daher, wenn man zu den beyden Graͤnzen o und » übergeht, da 
arc.tang.coo = - iſt, 
— 142 * 14 x s x 
- (Huf) o af y 
I. Sey y= ferVY-'dx, wo h jede pofitive oder negative 
Zahl außer o bezeichnet, fo ift aud) . 


y — f(cos.hx + y-ı ‚sin.by)dx=lsin.hx—\ — „eos.hx, 


h 





und daher fofort für die Graͤnzen x und — * 


x 
f enx V- dx 2 0. 
-4* 


Für den beſondern Sal h=oift ſdax x, alſo auch 


Ds 
f dx = 2x. 
—r 


II. Umy = ( — su finden, wo a>b ift, ſey 


x == sarc.tang.z, Woraus folge z—=tang.!x, fo daß alfo den 
beyden Graͤnzen x == o und x die anderen z = 0 und oo entfpre: 
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Am. Cudt man darand sin. - und cos. =, und bemerft, daß 
man bat 

caax = no — sine -, fo iſt auch c0os.x = -—— 


und deher 


— 5,3 

— 
2 — ı + 2? 
a+bemı a+b+(a—b)e 
Du verandgriegt, het man für das gefuchte allgemeine Ins 
ds — u arc. ıVY 

fan MEry ab’ 
wm? meer um Tores Sutegral smeichen den Graͤnzen o Ed co nimm, 
fr edit um 








x dı _ « 
j. aber Vom 


dz . 
IN Ben Dat Degnängte Seirgrel y == | ——. sn.x ju fin 
tee. Ic une (ah re. UL) 


ME el ur Zu 1, +f” art. 
® 


a rau rue. VD 





In sm 1 > 
) —— n “ 
n ® % 
> nu same +2) sin.(ax u 
“ en SE — 
* ) EN x t e221 
— * x 
n m 


PNEGERG TE 
NN UN, dx 
J 
sr nr 1 
1 N ı 
ll dx. sin.x T: + — 4 Peer] + rer, +] 
— dx sin, — — — 
. n. x 38 4* + Br+x + J 


t dem zweyten Gliede dieſes Ausdruckes kann man aber auch 
o, VI.) ſchreiben 
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’ . ı 1 1 
fi: sın. X I + ir—ı + = +J: 
fo daß man daher hat | 


CO sin. 5 
f; I. . dx 


% 


. 1 a ı 2 1 ı 
=f dxsin.x : ax + antı 4n—x + antı 6n—ı + le 


Man Hat aber die befannte Reihe (Euler introd, in anal, in- 
finit. Vol. IJ. 6. 171) 


x ms 
zu ang. 


s s 1 ı 
. , am mt ISn—m änm + 5n—_m dntm Te) 





Sept manfiern—=x nd m—=x— x, fo erhält man 
ı. 


mr +... 
fo daß man daher hat | 





. x 1 
= Cotang. r | z IR_ı 





+ rn 


ser dı=!: ff sin.x cotang. - . dx 
o * 0 ” 


= ("cnf.dr=: (" (14a). dx= 
0 2 0 * 


Sept man endlih nx flatt x, wo n irgend eine pofitive Zahl 
bezeichnet, fo ift au 


CO sin.nx * 
— ,‚ds=m-— 
0 x 3 


*) Dan erpält diefe Reihe dur die Integration des Ausdruckes 


(ss-a—ı —_ sofr—)dı i 


= y— ya 4 





= ı -xt 4 xin 6a  feßt umd dann Die 


Integrale der einzelnen Glieder zwifchen den Graͤnzen eo md ı=ı 
nimmt. 


1 
- wenn man T7 
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26 Ontegral (Pt. nn Sey 








m? + x? 
um — —— dx, fo iſt auch, wenn man den Bruch — Z pnach 
den negativen Feeajen von x? entwidelt, 
= — x x + — di... 


Allein durd) theilweife Integration erhält man leicht 


rı cos, rx r sin.rTx< 
> dı= „OT [= dx und 


sin rı sin.rx r cos.rx 
f „8 dı= — —⸗ ri, f dx, 
umd daher auch, durch wiederholte Subftitution, 














-Fx . r r3 
.dessin.rx| — —— — — — . 
zu 3n—1.30n—2.110—3 3n—1..3n—4 xı0—$ 
+ rso-3 ] 
f —ım—ı „3.2. ı,x? 


r2 
[a 3n— 1.2023. 2n—3. mat“ 
— rın—ı 
+ — 751] 
raa—ı sin, vx 
If x dx, \ 
we daB edere eder untere Zeichen genommen wird, wenn n gerade 
eder wagerade iſt 
Dieß eerausgefetzt, fuchen wir zuerſt den Werth von u für den 
Kl ı 00 
Kür dieſen Fall werfchwinden aber in dem erhaltenen Ausdrude 


ven IE dx alle Glieder dis auf das lepte, fo daß man für 
RMLaa. 2.3... afilt 
4 = — e (an, 


x 


I "X, — rʒ Ti 
x+ 2.2.3 x 


[== r5 sin. rx 
2 =. ;f x dx u. ſ. w. 


mnach iſt der Werth von 


— CO08.rX 
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So8. FE a 
— rt 
für den Kal xe= oo 


= + 7,3 2. tr 2. ut 2. _ +. .]fzar 


Allein da 
+4 tree) 


und (nach $. 245, 1V.) , 





iſt ’ fo iſt auch 


um —- (ee — ee) 


I. Suchen wir nun eben fo den Werth u’ von u fürx= 0, 
oder, was dadfelbe ift, für z — co, wenn man ı=- ſetzt. 
Unter dieſer Vorauoſetzung wird 


r 
cos. — 


ı + 
r? dz r dz 
= (sat 0422) 
und da man durch die Zerfällung der Brüche ($. 139) erhält 


1 1 1 1 — 1 1 
neu 5*T 


das obere oder untere Zeichen, wenn n gerade oder ungerade iſt, fo 
hat man aud) 


/ dz 
S=r+5 
1 4 


ı 1 
— G n — ı)zm—ı * (a n — 3) zın—3 — (an — 5) 2205 + ._ 


+ - + arc.tang. 2. 

Da nun auch in diefem Ausdrude für z= oo alle Glieder ver⸗ 

ſchwinden, bis auf das legte, welches gleich arc, tang. co =- wird, 
fo hat man | 
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ds _r r? de nr x 
== a’ 3» JeG+2) 2° a’ 
rs de rt rt 


2.3.4 Jz?(1+-22) = 2.3.4° 3 
alfo ift au) der Werth von , 





b 2 


für 20 oder x 0 


w-(h+2+r.. )3=5je+. 


Berücfichtiget man alfo beyde Graͤnzen x == oo und x= 0, P 


hat man 
[7 RR 
o ıF7 dx “+ 2 en 


alfo auch, wenn man in diefem Ausdruck — flatt x ſetzt, 


rx. 
cos. 
R 
| ——-— dx = — em 
o Mr am ' 


und daher auch, wenn man r in mr verwandelt, 








$. 247. (MDifferentiation und Integration dieler Aus- 
drücke.) Da ein begränztes Integral, gleich feinem Werche gefept, 
eigentlich eine identifche Gleichung bildet, jo fann man auch mit diefen 
SIntegralen eben fo, wie mit allen identifchen Gleichungen verfahren. 
Wenn eine folche Gleichung zwifchen mehreren Größen gegeben ift, fo 
find mit ihr zugleich auch alle Differential» und Sutegral : Oleihungen 
gegeben, die man aus jener erften, in Beziehung auf irgend eine in 
ihr enthaltene Größe ableiten kann, felbft wenn diefe Größe früher ald 
eine Conftante betrachtet worden ift. Durch diefes Verfahren laſſen 
fi) aus jedem gegebenen begränzten Sutegral unzählige andere ablei- 
ten, wie wir fogleich an einigen Bepfpielen fehen werden. 
I. In der lebten Gleichung des $. 246 wurden die Größen m und 
r als conftant angenommen. Dieß hindert aber nicht, diefe Gleichung 
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in Beziehung auf die eine oder die andere diefer beyden Größen zu 
differentiiren. Thut mandieß, 3.8. in Beziehung auf r, fo hat man 


xsin.rx a æ mr 
J. mix: * -,.0 
und diefe Sleichung ift eben fo richtig, als die, aus welcher fie abe 


geleitet worden if. Fuͤr den befonderen all m == ı geben beyde 
Gleichungen | 


cos.rx xsin.rx r 
ı . x? ı-x° . 2. 


I. Wie im orSergefenben die Differentiation, fo läßt fich auch 
die Integration auf diefe Ausdrüde anwenden. So ift, wie man ſo⸗ 


gleich fieht, 
f wdı =. 
0° m 


Multiplieirt man diefe Oleihung durch dm, fo hat man 








f dx. za-dm = 5 


dm 
Integrirt man dann diefen Ausdrud in Beziehung auf die Bas 
siable m, fo erhält man, 


xm—ı 
J. 5 * dx = log.m + Const, 


Um m dieſe Conſtante der Integration zu beftimmen , bat man 


‘ dx 
Sa: == Const,, 


—— 1 
J. nn dx = log.m. 


111, Nach $.243, 1. hatten wir 








alfo ift auch | 





oo ix _b 
f, © COS. X. eh" 


Multiplicirt man diefe Gleichung durch da, fo ift 


bda 
\. dx. room ar .‚da= arm’ 
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wovon das Integral in Beziehung auf a ifl, 


e-bzısin.ax a 
— — — ——— b 4 7 
Ri m dx arc.tang. — , 


wo die Eonftante der Integration gleih Null ift, da der Ausdruck für 
a — o verſchwindet. 

Ganz eben fo gibt auch die zweyte der in 243, I. angeführte 
Gleichung 


| Pike au = — zlog.(@--b’) + C. 


Da die Eonftante C der Integration die Größe a nicht enthal: 
“ten kann, weil cos.ax an den beyden Graͤnzen von a unabhängig iſt, 
fo kann man c flatt a fegen, wodurd) man erhält 


KT = — 2log.(c?+b?) + C, 
0 


x 


[4 


und da in den beyden Testen Ausdrüden die Größe C denfelben Werth 
baben muß, fo iſt auch 


(” cos. a x — cos. & x 4 
0 © - x 2 log. Dear 22 


Da wir diefen Gegenftand, ded Mangels an Raum wegen, nicht 
weiter verfolgen fönnen, fo wird es genügen, einige der vorzüglich 
ften auf diefem Wege erhaltenen Refultate anzuführen. 


xsin.rx.dx x 1 


y 2° emp’ 


log. (1 + 2pcos.rx+-p?) ar er 
Ri rn (d=nlet + pe"), 


log. sin. rı sin.rx 1 — e—ımr 
. — — .dx — — log. (>), 
[" log. cos.rx x ı —e—snr 
0 mn . dx = m log. — . 
| ſ7 log. tang.rx R em — 1 | 
o mt . dx L—} am log. Gar rı ’ 


xcotang. rxX R 
| o m? x° esar—ı 














G 247. 461 


xtang.rx r 
o m+x ormr 41 


xcosec, rx di x 
|. ge Tr a 
22.dz dz _dz 
|. 1+ 2 = | eher 
⁊ un 2 a * 
|, cox.dı=f intz.dem:V/*, 
oo Ko... b? 
J cos.* ax eos. hæ .dx = V: . sin. ; (x + 7 


oo , | Rn... b2 
f sin2ax cos.bx. dx = V: . 8i0.z (« — =) u. ſ. w. 


IV. Das vorhergehende Verfahren laͤßt ſich, wie es ſcheint, nur 


auf ſolche begraͤnzte Integrale anwenden, die wenigſtens eine unbe⸗ 
ſtimmte Conſtante enthalten. Allein bey einer naͤheren Betrachtung 
des Gegenſtandes faͤllt dieſe Beſchraͤnkung weg, da man, wenn das 
Integral feine unbeſtimmte Conſtante enthält, eine ſolche willkuͤrlich 
einführen kann. Wenn z. B. der Ausdruck gegeben wäre 


R fx . dx, 


deffen Werth gleich A ſeyn fol, fo hat man, wenn man die unbe⸗ 
ſtimmte Graͤnze m einführt, nad) $.240, L, 


(x. + f fr.dı=a j 


Sept man dann in dem erjten diefer Iutegrafe x= mz und in 


dem zweyten x= —, fo erhält man 


| f [@» + (2) Jax =, 


und da diefer Ausdruck die unbeflimmte Größe m enthält, fo fönnen 
‚aus ihm, wie zuvor, viele andere abgeleitet werden, wie 5. B.: 


Heros Olee san 


f 
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6.248. (Beltimmung diefer Integrale durch Differen- 
tialgleichungen.) Im Vorhergehenden haben wir, durch Differen- 
tiation oder Integration in Beziehung auf eine Eonftante irgend eines 
bereit befannten Sintegrald, mehrere andere Integrale abzuleiten 
gelehrt. Allein felbit wenn das gegebene Integral noch unbefannt 
ift, laͤßt fich dasfelbe, durch Differentiation der Conftanten, auf eine 
Differentialgleihung zurückführen, die dann, wenn man fie integritt, 
den gefuchten Werth des gegebenen Integrals gibt. Sey ;. B. dad 
unbefannte begränzte Integral 


[” sin.ax a 

o x(m?-+-x?) x 
gegeben, welches wir der Kürze wegen y nennen wollen. Differentürt 
man diefe Gleichung 


ns sin.ax 
y= z(m?-+-x°) dx 


in Beziehung auf a, fo erhält man _ 
COS X . 
KOEsNE 


Allein nad 246 bat man 








cos. a x En R 
o m? 4 ı? x m ’ 
alfo ift auch 
dy x 
—) = es, 


Antegrirt man diefe Gleichung in Beziehung auf a, fo erhält 
man 


y=- —em+C 


Die Eonftante der Integration aber wird dadurch beſtimmt, daf, 
nach der gegebenen Gleichung, die Ordpe y zugleih mit a verfchwin 
den fol, wodurd man erhält C = » fo daß daher das geſuchte 
Integral feyn wird 


sin.ax « 
ſ 56 = = (1—e-»°). 


1, Auch die Integration der partiellen Differentialgleichungen 
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laͤßt fich auf diefelbe Weife anwenden. Iſt z. B. dad Integral zu 
fuden | 
y - ff ax . e-bPX cos. apx I 
. a R 


wo 9x find Px zwey willfürliche Bunftionen von x und wo a und b 
unbeftimmte Confianten bezeichnen, fo hat man, wenn man die gege⸗ 
bene Gleichung zweymal in Beziehung auf a und auf b differentiirt, 
(7 = — ff ax . e—br%cos.apx - (px)? 4x, 
ö 


da? 


(7) = ff dx. e-bP* cos. apx. (px)’yx. 
a 


db? 


Addirt man diefe beyden Ausdrüde ‚ fo iſt 
d?y d?y 
+) 
und von der lebten Gleichung ift das Integral 
y=f(b+aY—ı) +F(b-aV-—ı) 
wo wieder f und F zwen willfürliche Funktionen bezeichnen. 

Das Vorhergehende wird Hinreichen, die Wichtigkeit dieſes Ge⸗ 
genſtandes zu erkennen. Weitere Belehrungen darüber findet man in: 
Lacroiz, Traite du calcul. Vol.ill. Legendre, Exercices de 
Calc. Integr. Cauchy, Exercices de Mathematiques; Poisson, 
Joarnal Polytechnique. Vol, XIX. und Piola in Opuscoli mat, e 
fisici. Milano ı832. Vol.I. W 


rn III UIID U 


| XL. 
Prinzipien der Differenzen» Rechnung. 


$. 249. (Allgemeine und fummatorifche &lieder der Rei- 
hen durch die Differenzen der einzelnen lieder.) In der Diffes 
rentialrechnung haben wir die Veränderung der Sunftionen bloß in Bes 
ziehung auf die Form geſucht, welche dieſe Veraͤnderungen, in den 
verſchiedenen Gliedern ihrer Entwickelung, annehmen, ohne auf die 
Groͤße, auf den eigentlichen Werth dieſer Veraͤnderungen, zu ſehen. 


+ 
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Es fey nun u irgend eine Bunftion von x, die für x—=x-+h 
nu, fex=xı+oh nu, frx—=xs+3h nu, u. ſ.f. 
übergeht, fo daß man die Reihe hat 

U, Ur Ur U, UıooUlao..« 

Nehmen wir die Differenzen der nächftfolgenden Glieder diefer 
Meihe, und von diefen Differenzen wieder die Differenzen n.f.w., und 
fegen wir der Kürze wegen (analog mit $.87) 


„—u =ÖÜu, 
„wu = u,, 
vw—- u =Öu,, 

Pe 
u — mw =buwm), 


Au, — Au — Nu 


’ 

Au, — Au =Au , 

Au — Au =LDu ,„, 

Au — Au, = Bun, 
Nu, —Uu — Asu, 
u, — Aꝛu =ÜUu, 
Du, — Aꝛu, = Au, 


—8 Un—ı = ä? Un—ı = A: Uno 
L Dieß vorausgeſetzt, erhält man durch eine einſache Subflite 
tion der lepten Ausdrüde in einander 
u.=n-4 2Au + Au, 
w=u-+38u + 3Au+ Au uf. 
Man bemerkt hier ſogleich die Form des Binoms, daher man 
durch Analogie eh 
n.n—1,.n 


„w=u+tndäur- — Nu + a0 + ...(l.) 


fo daß man alfo für jedes Glied der obigen Reihe einen Ausdrud er: 
hält, der bloß von dem erften Gliede u und von den Differenzen Au, 
Au, A’u ... der übrigen Ölieder abhängt. 
Eben fo erhält man durch eine ähnliche Eubftitution 
‚Su=uyv—u 
Dow 32u-+ u 
Au= m, —3, +3, —u nf, 





$. 249. abb 
und daher wieder durch Analogie, wie wir auch ſchon oben ($. 87) ges 
funden haben, 


n.n—ı n.n—1.n—3 
man — ler ten -(1l,) 





Au=u,—nw--+ 


fo daß man alfo die Differenz Auu irgend einer Ordnung n bfoß durch 
Diejenigen Glieder der anfangs gegebenen Reihe ausdrücken kann, die 
zur Bildung diefer Differenz Anu gebraucht worden find. 

Eben fe it endlich die Summe der beyden erſten Glieder der ge⸗ 
gebenen Reihe 

Seutuw=2n-+ du . 
die der drey erſten Glieder 
Seutu Sν + Au. — 
u. f w, alſo wieder analog die Summe S, der n erſten Glieder 
a+u+u. +. tm | 


= (tn +32° au LE TIER EINE dur 


2.8.8 
Man kann diefe Reihen - einfacher: auzdeüden, und zwar die 
Heide (1.) durch 9 
m we (ıtäu, | 
und die Reihe ul.) durch | 
Du — (u—ı), “ 
voraußgefeßt, daß man in der Entwickelung diefer Binsme flatt der ' 
Erponentialgröße Au und u® den Inder Aru und un fept. 
IL. Iſt z. B. u=x", alfo aud a 
= (xs-+h)", u, =(x+sh)”®... u * * (x +ah)“, 
und aber dieReihe (11.) 


Bru=[xtnbje—n[x-+(n- 1) + -—— 2. [x +(n— 2)h]» J 


n.2—ı.n2n— 


| — — — I [s+@-)hje+ 
Zür ein anderes ſpezielles Beofpiel ſey 


alſo die Reihe gegeben 


1 8 37 6, 125...” 


mit ihren Differenzen . _ ra 
Littrow's Anl. 3. höh. Math- 3o 


t 
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on 6b 6 
fo ftu= ı, Au 7, Ju= 13, Aa 6, und daher, wenn 
mau n aa 3 fept, Ä 
die Reibe (I) wm ı 4 21 43 % + 6 = 64 
‚. » (dl; Ad — 64 - bb 4 —ı = 6b, 
„» (MM) 85 = 4 +42 + 48 + 6 = 100 


$. 250, (Interpolation der Reihen.) Nimmt man an, daß 
von einer gegebenen Reihe die auf einander folgenden Differenzen Au, 
Au, Atu... immer fleiner werden, was fehr oft der Zall ift, fo faun 
man deu Ausdrud (JI.) des 6. 249 auch anwenden, um die Zwifchen- 
glieder der gegebenen Reibe, für weldye nämlich n irgend ein Bruch 
il, gu finden. Um 5.8. in der legten Reihe das Glied zu finden, 
welche in der Mitte zwifchen 27 und 64 liegt, if =>, und mit 
diefem Werthe von n gibt die Reihe (1.) den gefuchten Werth diefes 
Gliedes u. 423. 875. Man nennt dieß: Die gegebene Reihe im: 
terpoliren, und man ſieht, welchen Nutzen dieſes Verfahren bey 
der Conſtruction von Tabellen u. f. gewaͤhren kann. 

Sind die Glieder der gegebenen Reihe nicht aͤquidiſtant, wie zu⸗ 
vor, ſondaru weiß man z. B. nur, daß für die Größen x — 0, ı, 3 
und 7 die Wertfe u=ı, 211, 5.25 und 18.73 gehoren, fo 
fann man annehmen 


v=arbstonrtde, 
wo offenbar a = ı ift. Subſtituirt man in diefem Ausdrude für x 
die Werthe 1, 3 und 7, fo erhäls man die Bedingungdgleihungen 
sı=b-+c-+d, 
4.25 = 3b + 9c + 27d, 
17,73 = 7b + 490 + 343d, 


woraus folgt b = 1.019523, c = 0.06953 und d == 0.02095, fo 
daß man für das gefuchte allgemeine Glied hat 


u — 11 01952 x-+-0.06953 x? ro 02095 x?. 
Der lepte Ausdruck gibt 
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für x = 2 den Werth von 4. 348, 
vyı=#h » » » um 7,53, 
» x=5 » 9 » uzsı1q45 uf. 


welche Werthe von u aber nur annähernd richtig find, da der wahre 


Ausdrud, aus welchem die obigen Zahlen a.ıı, 625 und 18.73 ab» 
geleitet wurden, ift 


asıtı+2 +4 


100 1000 ° 





[1 


I. Dan fieht daraus, daß dad Problem der Yuterpolafion ein 
unbeftimmtes ift, fo lange die eigentliche Form der Reihe nicht be: 
kannt ift, und die gegebenen Bedingungen nicht hinreichen, alle Glie⸗ 
der derfelben zu beflimmen. Dasfelbe geht aud) aus demjenigen Ins 
terpolationd » Ausdrud hervor, den wir oben (im Eingange des $, 161) 
gegeben haben, wo für x=o, a,b... der entfprechende Werth 
von u=A,B,C... angenommen worden ill. Denn man fieht, 
daß man ſtatt der a.a.D. angenommenen Reihe auch die folgende hätte 
feben können 


_ Zar k-brazon.. x(x—b)(ı—.ec)... 
0 —— —— — —û —— ..o 
ambncn, A + nm -bazc... B + 
oder auch | | | 
_ sin.m(x—a)sin.n(x— b)sin.p(x—c) 24 





sin.masin.nbsin.pc... 
sin.mxsin.n(x—bh)sin.p(x—c)... 


+ sin. ma.sin.no(a—b)siao.p(a—c)... * a 
da auch dieſe Formen den aufgeſtellten Bedingungen genug thun. Die 
Wahl dieſer Form iſt in vielen Faͤllen von großer Wichtigkeit. Wenn 
ſich in den gegebenen Bedingungen wiederkehrende Perioden zeigen, fo 
wird man Ausdrüde der Art 

u=a-tbcosx-+tesin.x + b’cos.2x + 6 sin 2x ... 
oder 
um at Bß cos. (mx +n) 4 ß’ cos. (mx --n) -+ ... 


oft fehr angemeſſen finden u. f. w. 


5.251. (Analogie der Differenzen mit den Potenzen, 
Wenn in der Funktien u = fx die Stammgröße x in x + h über: 
geht, fo har man, nach Taylord Theorent, 


30* 
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he d?u 


du 
"-ethntizaet 


oder da u’ — u Au iſt, die Größe Au in der Bedeutung des 


$.249 genommen, | 
j h® d?u 
Au _ —E dx x + 1.idır u u ..o 


Nach dem Vorhergehenden aber hat man auch / wenn e die Baſis 
der narürlishen Cogaritämen behei hnet, 


34 ——— n 


oder, wenn man x = X* Tr fest, 


h— h? du » du 
ds — m———— —- + (GP — — — e 
e a 3 1.2dı? | 1.2. 3dx .. 


Setzt man daher wieder, der Kürze wegen, 'd’u flatt dur, fo 
bat man 


Au=e — 1, 


und daher auch, wenn man diefelbe Lerfegung der Zeichen deu und 
du® beybehält, 
““ du n 
pie 
vu (e ı_ ). 


Nimmt man von dieſen beyden Aubdicen die Legarithmen, fo iſt 


h. no log (1 +Au) und hr. = [log.(1 + au), 





wenn man aud) hier Au® ia Aru verwandel 


$. 253. (Summationen) SR u=ax+b, wo a und b 

conftante Größen vorftellen, fo ijt nach der vorhergehenden Bezeichnung 
Au=alıth) +Hb— ax — b oder 
Au — ah. 

Da demnach Ah die Differenz von'ax + b iſt, fo fann 
auch umgekehrt ax + b die Summe von ah genannt werden. 
Waͤhlt man daher für dieſe Summe daß Zeichen S =, fo hat man 

ar + be Zah oder a Sh=ar + b, 
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oder endlich 


wo man für - irgend eine Eonffante C fegen kann, fo daß man alfo bat 
Zh= x + Const. 
Iſt aber u=x=, fo iſt auch 
Ax® (x-4 hyr — wm, 
woraus man für m ı, 3, 3,5.. erhält | 
Ax=h, ee 
Axi =shr + M, 
Axt 3hx + 3h2x + hr, u. w. 

Aus der erften diefer Gleichungen folgt durch Neverfion Zh=x, 
oder eigentlich, nach dem Vorhergehenden, Zh— x + Const., welche 
Eonitante wir fünftig bey jeder durch I ausgedrüdten Summation ale 
ſchon Hinzugefügt vorausfegen wollen. Da übrigens 1 

‚""Zh=s Zh.ı = bhöı 
it, fo hat man auch) E 


sı = 
Eben fo gibt die zweyte jener Gleichungen 


Z(shx + h?) = xt, oder 
sahSx h212 x2, ode 


2 = 
x =. 
und auf diefelbe Weife 
u > ı. hx 
wen-,t7 
4 3 hx? 
zii — — - +7 
ze=.—! 2-72 u. f. w. 


Statt dieſe Aucdrüde weiter fortzufegen, nehme man allge: 
mein an 
. Zyxm — Ayrtı + Bx" + Cxa-ı + Dxı®-: 4 
Nimmt man von jedem Gliede dieſer Reihe die erſte Differeng 
fo erhält man 
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“ 


arlatı)m + —(mtı)m.anmhe 


+ — tat )m(m—ı).xm—h’-r... 
+ Bm. xr-ıh 
+ —m(m—ı) .xa-ht ı,.,.. 
+ C(m—ı) ‚oh... 
Sept man die Faktoren einer jeden Potenz von x gleih Null, fo 
erhält man nach einigen Reduktionen 


1 J 
u (m+ı)b ’ 
B = — —(a+1) h, 
B 
| C=— zatyat— mh u. f., 
und wenn man dieß weiter fortfeßt, fo findet man endlich 


xm-ı mhın—ı m.m—ı.m—ıh’ixa-3 


Zee — — 4— 





(m-+- ı)h 2.3 22. 32. 5 
mg bi, am m.m—ı..m—6.h7.xa—y 
5.32.5.7 »*.82.52.7 


m.m—ı...m—8.h9.ın-9 
+ 20. 380. 6. 7. 11 
61m.m—ı...m—ı0.bitl.ım—ı 
212, 30. 55, 72. 11.13 
m.m—ı...m—ı3.h!Ü},ım—ı3 
+ 212. 342. 52. 72. 11. 13. 
3617 m. m — .. m — 14. his. x-5 
216, 37. 54. 72. 11. 13. 17 +... 
Diefer Ausdrud gibt das Mittel, die Summation aller alge- 
braiſchen, ganzen und rationellen Ausdrüde zu finden. &o hat man 
5. B., wenn der Kürze wegen h= ı gefeßt wird, 


= (x — 65x? - 6x — ı) 
xt ı3 x? 
= (7-7+5)-5(65-7+ +6; x 
oder 
2 (x — 5x: + 6x — ı) 
= — (3x* — 262% + 69x2 — 58x) 4 Const. 
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1. Eben fo hat man fie Exponentialgrößen 
von A. cm ar (ah — 1), . 
alſo auch 
at Sar(ah — ı), | 
woraus folgt: zn 

ax 
2 a" = .-T 
1. Für trigonometrifche Bunftionen ift 3.8 


| h 
Acos.x == cos. KDD — em x — — te) 


alfo auch, wenn man x—- = Ratt x [chreibt: . . FB 
& cos. = a) 
sin. x -—— 
3 sin. _ 
und daher durch Neverfion: 
cos ae 
Zsin.xoa — 
3 sin. — 
4 
und eben fo erhält man auch 
sin. ( — »629 
Scos. x a —— 
2 sin. - . 


Man bemerkt von felbit die, Analogien diefes Calculd mit der 
Differential» und Integralrechnung. 


$. 253. (Summation auf einander folgender Produkte.) 
Sey u=x(x+h)(x+ ch). .[x + (m — ı) h] gegeben. 
Nimmt man davon die Differenz , fo if 
Bu=(x+hb)(x + ah)... (x +ob)—x(x+h)... [x +(m— ı)h] 
oder | | 

Au=(<x+h) (x+ah)... [x + (m— ı).h] mb. 

Da aber | 


it, fo Hat man auch 
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= (x + H («+ah)... [x 4 (0-- 53) h] 
) 2h) . ·. . fr 4- (n - 1) HI + const, 

oder wenn man x=x— hund m—m 4J- à ſetzt: 


Z(x+b) (x + ab)... [x +(m—ı)h] 
(x + b) 


= arm (<-+ bh) («+ zh).. [+ (m —1)b]...(A) 
Auf dieſelbe Weiſe kann man u. mit dem Ausdrude 


+“ 


u ne Y 


= man Tram 
verfahren, da deilen Differenz gleich 


r . 1 
da = armer bh. arm var. rm 
das Heißt, gleich iſt | 


Au — mM —. mh 
xl +h)(x ab)... (x + mb)‘ 


Die Neverfion tiefes, Aysdruds gibt, wenn man wieder für a 
feinen Werth fegt: 


— 1 u 1 


—ãe75 (tm) mh mbrıHh) (h2b)...[x+(m— ı) "Sy 
alfo aud), wenn man m = m — 1 fegt: 
* Yu 
— 
— 1 


6 
I. Nun kann aber in jeder gegebenen Reihe 





Ur Ur U. 0. Un-ır Un 
das allgemeine Glied u, ald die Differenz der Summe aller vorher» ' 
gehenden Glieder angefehen werden, fo zwar, daß wenu man die: 


Summe - 

. u+t-u+n...+ u. = $9-, 
fegt, man fofort hat: | 

88. u, alſo auch 8, = Zu. 


Daraus folgt alfo, daß die ganze Summe der Reihe, dad allges 
meine Glied mitgenommen, gleich ift 


5 = Zu + u. 
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Wenden wir diefen Ausdruck auf die Bleichung (A) an, wo das 
allgemeine Glied ift 
u. =:x(<+h) (x + ah)... .k+e—1)b], 
fo erhält man 
ar («-+-=h). .[x + (m—ı)b] ' 
* —— K+ab...k+m-ı)M! 
+x(@+b) (x + 2b)... [x +(m—ı)h), 
oder wenn man die beyden —* Glieder zufammengieht : 
Ss(c+b)@tab)...tm-)b) . 
_ atbatıh.. ‚&+mb) 
nem Fr nn he const,. 
And eben be erpätt man auch auß der Gleichung (B) ben fofgen: 
den Ausdrud: 


6 Farm Gran. I F tn )h] 


EL _. 
= mmerberb trennt const. 

Mittelft diefer beyden Ausdrücke erhält man die Summen ders 
jenigen Reihen, deren Glieder die fogenannten direfteh oder reciprofen 
figurirten Zahlen find. Für die erften oder für die Reihen, deren 
allgemeines Otied <, CH, SEFIEFN zz, hat miam, 
wenn man h= r und nad) der Ordnung m=ı, 2,3... ſetzt: | 


s-=-— tet )+cd 


1 


für die Summe der Reihe ı, 2, 3, 4. 
si = —.e+) ++ c 


| für die Summe der Reihe ı, 3, 6, 10..., 
sretIF2 = et )a+9a+d) + C 


für die Summe der Reihe ı, 4, 10, 20 ..., | 

wo die Eonftante glei) Null ift, da alle diefe Ausdrücke mit x zugleich 
verfhivinden. 

Eben 1 erhatt man fuͤr diejenigen Reihen, deren allgemeines 


232 1.2.3 . 
Glied 7 Tary Fe+)e+» re. it 
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0. ? Pe Te . 
s ‚ı.2 SD — u _ — C “ 
2(i+ 1) zF+ı rer 


| A — 
nn a Tr 
, | " 2. 4 y 
A eher I arotnarn T © 


wo, bie Eonftante C=:,C=:,Cl=}%), min. iſt. ©&o 
gibt 5 B. dieiltie Gieichuns nie die Reihe 


EFT +73 2.3.4.5. + 3.4. 17 6 +: 
das ſummatoriſche Olitd m; * Terme rn ern Eetzt man 


in dieſem Ausdrude x 1,9, 3..., fo erhält man für das erfle 
Glied zz, für die. Summe der u00p erflen za, für die der Drag erfien 
u ſ. f. | 


$. 254. (Gleichungen mit Differenzen.) ‚Wenn y eine Zunf- 
tion von x ift, und wenn h die beiländige Zunabme der Stammgröße x 
bezeichnet , fo wird eine oleichuns zwiſchen Differenjen im Allgemeinen 
Die, Ferm Saben:. :.. 
Fear. by. Dy..)o, | 
Inn einer ſolchen Gleichung kann man die Differenzen Ay, Aty... 
ducch Die auf einander folgenden Werthe der Größe y erfegen, da mau 


bat: F— 
A . — y, Ay=yp—ay ty uf, 
ſo daß alſo jene Gleichung die Geſtalt annimmt: 


F(x,YYı yo ..)=0, 

und aus diefer Form fieht man, daß jede folhe Differenzengleihung 
den Werth der gefuchten Funklion durch eine beftimmte Anzahl der die» 
fer Bunftion vorhergehenden homologen Funktionen gibt. Iſt 5.8. die 
gegebene Sleichung der erften Ordnung , fo wird man aus ihr die Groͤße 
y, durch y audgedrückt erhalten ; ift fie der zwenten Ordnung , fo wird 
fie den Werth von y, durch y, und y geben u. f. f. Jede folche Glei⸗ 
chung ift daher einer Reihe glei, in welcher man jedes Glied durch 
eine beflinnmte Anzahl der vorhergehenden Glieder erhält. Denn iſt 
5 ©. die Gleichung y„=f(x,y,y,) gegeben ' fo kann man daraus 
die folgenden ableiten: 


y=f(s-+h,y,Yy)i y =T(x+ 23h, y2, JS) u. |. 
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und daraus wird man die Reihe bilden föomen: - :: . * 


Yı Yır Yyaı Ya «+» 
deren jedes Glied aus den zwey ihm yundcht orhergehenden gebildet 
wird, und in welder daher die beyden erften Glieder y und yı gang 
willfürlich find. 


I. Um nun aud) ein Beyſpiel von der Integration einer ſolchen 
Steigung gu geben, woDen wir die Bleihung annehmen: 
& + Xy = X, 
wo X und X’ bloß Funktionen von x find (vergl. —. 205). Setzen wir 


der Kürze wegen die conflante Zunahme Ax der Größe x gleich der 
Einheit voraus. Nimmt man dann y=auz, fo hat man 


Ay ußz + zdu + Audz, 
und unfere gegebene Gleichung geht im folgende über: 
udz zAu Audz +-Xuzm= X... 
In ihr kann man denZheil zAu-+-Xuz gleih Null annehmen, 
ſo daß man hat 
Au Xu 0 und —BR — 
Daraus folgt ſofort 


x 
=... oder = 2 u | 

Unfere Aufgabe reducirt fi ich daher auf die Integration des Aus⸗ 
druds Au--Xu=o, in welder fid) die Variablen trennen laſſen 


($. 203), da man hat 





aı 
N _ X. 
u 


Sey umset, alfo auch (6. 253, I.) ' 


4 
Au S et (eat — i) wm ef 


woraus daher folgt 

sAt — 1—X, At log. (j — X) und t= Zlog.(ı — X). 
Da aber die Summe der Logarithmen der Funktion (1—X) 

gleich dem Produkte der auf einander folgenden Werthe von (1 —X) 


ift, die zwifchen den Graͤnzen des Integrals enthalten find, fo fey die: 
ſes Produft 


(1—X%,)(1—X,)(1ı —X;).». (1—X.-,) G—K-)=[ı —X:-ı u 


— ı— — X, 
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wodurd man erhäft: 
t == log. [1. — X.) u -e=s [ı — %ı-].- 


Da nun u= =u + u iſt, fo hat man aud) 


u Svofı _X, d 222 
u + u [ı ],y, und z — 
und, daher endlich für das gefuchte. Sptegral 
yYab-Xol Bft en 
In ‚für einen ‚befonderen al IA u Conſtante, ſo hat man 


—W = G — Ay". 
Iſt überdieß auch nod; Xx=B conſtant, ſo iſt 
x’ 
Fon 
oder ‚(nach g. a2 , 1.) 
x _ Ba — A)-ı-ı _ B 


Fan G—A)—ı  (—A)AT 
und daher das gefüchte Integral 


= (1A). —.r —— + Coma]. 
Weitere Ausfüßrungen dieſes Gegenſtandes findet man in Lacroix, 
Ersite du calc. ai Vol. III. 


— X, 2(1t „A, = B. Z (1A), 


u‘ 


, un vu... yo. vu 


XLI. 
Principien der Variationsrechnung. 





$. 255. (Erklärung diefer Rechnung.) Alle vorhergehenden 

- —*88 ſetzen voraus, daß die Abhaͤngigkeit der Differentialien 
dx, dy, dz... von einander, während dem Verlaufe der Rechnung, 
immer diefelbe bleibe. Allein es gibt auch andere Unterſuchungen, in 
welchen fich Diefe Abhängigkeit, der Natur der Aufgabe gemäß, ändert. 
Wenn 5. ©. U eine Bunftion der Größen x, y und ihrer Differentialieu 
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dx, dy bezeichnet, fo it das Integral FUdx, zwiſchen je zwey ber 
flimmten oder gegebenen Werthen von x, einer unendlichen. Anzahl yon 
Werihen fähig, wenn man die Relationen zwifchen x und y fish ändern 
läßt. Nimmt man, für einen fpeciellen Sal, U=y an, fo bezeichnet 
das Integral Fydx die Fläche einer Curve, welche zwiſchen zwey ge: 
gebenen Ordinaten, zwiſchen der Differenz ihrer Abſciſſen und zwiſchen 
dem Bogen der Curve, der von jenen beyden Ordinaten begrängt wird, 
enthalten iſt. "Allein diefe Släche wird‘ verfchieden feyn, wenn man, 
in der dem Integral fdx zu Orunde gelegten Gleichung der Gurve, 
verfchiedene Eurven annimmt, und man wird daher die Frage aufitellen 
fönnen: welche Gleichung einer Eurve, oder weiche Relation zwifchen 
x und y muß man, unter allen möglichen, wählen, damit die durd) 
diefed Integral [ydx auögedrüdte Fläche ein Größtes oder ein Klein« 
ſtes werde. Solche Sragen nun gehören in bie Variationds 
rechnung. 

Wenn z. B. MM’ (Big. 54) diefe Curve ausdrüden fol, für welche 
das Integral S Udx ein ®rößtes ilt, fo muß dieſes Integral für jede 
- andere Curve mm? einen Heineren Werth haben. Um diefer Bedingung 
zu genügen, muß vor allem unterfucht werden, welchen’ Einfluß eine 
Änderung in der Relation von,x und y, d.h, in der Natur der Eurve, 
auf das Integral [Udx hat. Bey diefer Änderung wird aber die 
Große y, unabhängig von x, fich ändern muͤſſen, da, wenn man 
zwey Curven betrachtet, zu demfelben x= AP zwey Ordinaten PM 
und Pm gehören, und die Differenz Mm diefer Ordindten muß von 
den Differenzen RM’ und rm’ wohl unterfcyieden werben ; da diefe 
legten zwiſchen zwey nächftfolgenden .Ordinaten dDerfelben Curve 
Etatt haben. Aus diefem Grunde unterfheidet man auch diefe begden 
Differenzen der Ordinaten, felbit wenn fie unendlich Flein genommen 
werden, durch befondere Zeichen. Heißt naͤmlich M’R=dy, daß 
Differential von PM=y in derfelben Curve MM’, fo it Um— öy 
die Variation von derfelben Drdinate PM=y, wenn man von .einer 
Eurve MM’ zu ihrer näcdhftfolgenden mm’ übergeht. 

1. Ziebt man mr mit MR, und ms mis MM’ parallel, fo hat 
man 

PM =y-+4dy ud Pm=y + dy. 

Geht man dann von dem Punft M zu m’ über, fo erhält man 

Pm=Pm+rs+sm=y-+4öy+ dy-+ ödy 
=y+ +. + Ay). 
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Da aber, wie wir vorandfegen, der Punkt m’ bem m der naͤchſt⸗ 
folgende, auf der Cutve mm’ iſt, fo hat man auch 
Pm=y+öy+d6+y=rtÖdr +‘ + ddy, 
woran daher folgt: 

"dd „= dd y, | 
oder Die Variation des Differentials iſt gleich dem Differential der 
Variation, und die beyden Zeichen d und 5 laſſen ſich willkürlich eines 
vor dad andere fegen. 

Ganz eben fo ift alfo auch 
I ‚dd?y = dödy za d?öy, 
fo. wie 

8sdU—=d5EU uf. w. 

11. Auch für die Integralzeihen hat eine analoge Verwechelun 

Statt. Denn iſt 


ſudx V, 
| fo ift auch " . 





dVv=Udx md 5.dV=85.VUdr. 


Wenn Man aber in 5.dV, nach I., die Zeichen d und 5 verfeßt, 
fo it auch 





d.5V=5.Udx, 
oder wenn man integeitt: . 
38V — fd, Udx. 
Stellt man aber in dem legten Ausdrud den Werth von V=f Ud: 
wieder ber, fo fat man dd 
5. fUdxr == f5.Udr.: | 





$. 256. _ Variation des Integrals / U4 x.) Sey U eine 
Zunktion von x, y, 2 und den Differential » Eoefficienten 2 —* 
—* dieſer Groͤßen. Man ſuche die Variation von [Udx, oder 


die Größe sfUdr. 

Drer Gleichſörmigkeit und Symmetrie der Formeln wegen wollen 
wir auch die Größe dx veränderlic) annehmen, obſchon fie, noch dem 
Vorhergehenden, als eine conftante Größe betrachter werden foll, da 
es von und abhängt, am Ende der Rechnung die Größen d?x,d’x... 
wieder gleich Null zu ſetzen. | 
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Nehmen wir, der Kürze wegen, folgende Bezeichnungen an: 
dy = pdx, dpw= qdxs, dgq erdx... um 
dz = pdx, dp'= q.dr, dq’mrdz... 

Da endlid, der Vorausfegung gemäß, U eine Funktion von x, 
Y+ 3, P, pP’. +. ift, fo Bann man annehmen: 


dU = Ndy +-Pdp +Qdgq +Rdr: +... 
+ N’dz + Pdp + Q’dg + Rdr' + ... 
Um nmn den Werth von SU zu erhalten, fo wird man in dem . 
Ausdrude von U die Größen x, y, z in xtöx, y+öy, z-köz 
verwandeln, ımd dann von dem fo veränderten Werthe von U den er: 
fien Werth diefer Größe U fubtrahiren. Da dieß aber ganz dasfelbe 
Berfahren it, weldye® man bey der Differentialrechnung anwendet, 
fo wird man in dem bereitd aufgeftellten Differential d U von U, nur 
das Zeichen d in 5 verwandeln, um fofort auch die geſuchte Warialin 
5U von U zu erhalten. Diefemnach ift daher - Du 
suU=Ndy +-Pöp +94 +...). A. 
+ Nöz + Pop + Qiög+..,)°" 07. 
Laſſen wir zuerſt, der größeren Einfachheit wegen , bie Größe z 
ganz weg, fo daß U bloß als eine Funktion von x, y und ihren Diffe⸗ 
reutialien p, q, r... betrachtet, oder daß z=p’—=g’/=r‘... glei 
Null gefept wird, und daß man daher hat: | 
‚5U=Ndy + Pop + Qög 4. 
Dieß vorausgeſetzt, hat man 
5.fUdx = f5.Udx = f(Udds + dxöU) 
= Ur — ſoxdu + fdx5U, 
und wenn man den vorhergehenden Werth von dU und SU fubftituirt: 
8.fUdx = Udöx + $Ndx(öy—pöx) 
+ fPd.(öy— pöx) 
H SQ4.0p— ad) +.. 
Um diefen Auddruck abzufürzen.,. fey 
öy — pöx=w;, 
fe iſt aud 


duo 
> — 2ꝛ -rı=;. — N vr 
dp 1x = 38, öq — röx ae uf 


\ 
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und daher . 
8 Jr Dir fNadx + SPdw 
7704.33 


a 
IBR. CAÆ.-. 
Satarie m man aber diefe Ausdrüde theilweiſe, ſo 


J Sı.T Senne tfel, Ss, 
on F oe dB de. ‚an, 
pne.L die I- dx * Er 


| "Subflituirt man diefe Ausdrüde in der vorhergehenden Gleichung, 
und bemerkt man, daß, wenn z nicht Null it, man noch einen zwey⸗ 
ten, den vorigen ganz Ähnlichen Ausdrud erhält, in welchem man bloß 
NPQ... in N P-Q’..., und az=öy—pöx in w„—=drz—p/öx 
verwandeln darf, fo erhält man für die gefuchte volftäudige Variation 
de6 gegebenen Integral [Udx, wenn dx conflant angenommen wird, 


fIKefpu-THR- ut: 
| Heel tt +) 
Husten +4. — -5 +...) 
tee tet) 
+2 (Q- atmne) 
+ (t-5 +32) 
el hun 
von welchem Ausdrude das Geſetz ded Fortgang deutlich If. 


$. 257. (Beftimmung des größten oder kleinften Werths 
des Integrals /Udx.) Um den größten oder Fleinften Werth des 
Sntegrald FUdx zu erhalten, wird man, nad den befannten Vor: 
fohriften der Differentialrechnung, die Variation 5. f Udx dieſes Iate: 
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grals gleich Null fegen, wo dann ein Groͤßtes oder ein Kleinſtes Statt 
haben wird, je nachdem ber Werth von &.FUdx, zwilchen denſelben 
Bränzen, wie vorhin das Integral [Udx genommen, negativ oder 
pofitiv ift. 

Allein, indem man diefe Variation 5. S Udx,: das Heißt. , "indem 
man den fo eben erhaltenen Auddrud diefer Barlation gleich Null ſetzt, 
bemerkt man, daß dieſer Ausdruck aus zwey, weſentlich unter ſich 
verſchiedenen Theilen beſteht. Der eine dieſer Theile hat naͤmlich 
das Integralzeicheu f vor ſich, und der andere iſt davon frey. Man 
wird daher jeden digfer zwey Theile für fich gleich, Null fegen müſſen. 
Thut man dieß mit dem, erften Theile, fo erhält man 

— — El... 
o=wdı ( x ‚+ dr .. ) 
tod (m +32 -...) 
und dieß find zugleich die Gleichungen der gefuchten Eurve von doppele 
ter Krümmung, für welche das Integral FU Ax, zwifchen den gege- 
benen Graͤnzen genommen, ein Größtes oder ein’ Kleinftes if. Kür - 
eine ebene Krumme, deren Gleichung wilhen | x uud y gegeben iſt, 


fälle der zweyte diefer Ausdrüde o = N’ — —— =. weg 


Allein da diefe Ausdrüde erfte, zweyte und felbft höhere Differen« 
tialien enthalten, fo werden fie integrirt werden mülfen. Diefe Intes 
grationen werden daher auch eine, zwey oder mehrere Conſtanten ein⸗ 
führen, und die Beſtimmung dieſer Conftanten ifi e6, die von dem 
zwenten Theile jener Ausdrüde, welche das Zeichen f nicht. enthalten, 
gegeben wird. Diefer zweyte Theil wird nämlich mit den Bedingungen 
in Verbindung ſtehen, welche für die Endpunfte jener Eurven foftgefegt 
worden find, fo daß fie 3.8. zwey fire Punfte, vder daß fie noch uns 
beftimmte Punkte von zwey anderen Curven, auf welchen jene erſte 
Curve ſenkrecht ſteht, ſeyn ſollen u. dgl. 

1. Nimmt man alſo zuerſt bloß auf den erſten Theil jener Varia⸗ 
tion Nüdficht, fo hat man, wenn man, wie früher bereits gefagt wor⸗ 
den ift, die Variation von x oder die Größe 5x gleich Null ſetzt, fir 
Die Du Eurve die Sleichung 


tee). — 
+ (vn -7 +.) 
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Sind nun, wie ed bey Eurven von doppelter Krümmung der Fall 
ift, die beyden Größen y und z von einander unabhängig, fo werden 
ed auch ihre Variationen feyn, und der t legte Ausdend wird den zwey 
folgenden gleich . 


o=N- tie -: An, 
N o “ . ' 
ben-T+rT-... 
und diefe begden Gleichungen werden die der gefuchten Curve fegn. 

11. Sind aber die Größen y und z durch irgend eine gegebene 
Bedingungögleichung verbunden oder von einander abhängig, fol 5.8. 
die gefuchte Curve auf irgend einer Släche liegen, deren Gleichung 
26 it, fo wird man für diefe Bedingungdgleihung haben: 


de\. de 
(5) öy + (z 62 = 0 


Eliminirt man dann aus diefer Gleihung und aus der Gleichung 
(1) eine der zwey Größen dy oder 5z, fo wird dadurch auch die andere 
entfernt, und man erhält die einzige Gleichung: 


d P dQ 

= (N- + - .)(E ) 
| dP’ d? 

(wirt ..) ... di, 
und diefe Gleichung (III), verbunden mit der Gleihung Q=o, wird 
für jeden befonderen Ball die gefuchten Werthe von y und z geben. 
Auch kann man, wie ed in der Mechanik zu geſchehen pflegt, dieſen 
Fall auf den erften in (I) gurüdführen, wenn man ſtatt den Gleichun— 
gen (11) die folgenden annimmt: 


_ dP , &Q ae 
0 u irn +r(5) 

d?Q‘ de 
PN - te trl 


wo ° einen unbeflimmten Factor bezeichnet. Ekminirt man nämlich 
aus diefen beyden Ausdrüden die Größe r, fo erhält man wieder die 
Gleichung (111); find aber die Größen y und z von einander unabhän- 
gig, fo it ao, und man erhält die Gleichungen (II). 

Wir wollen num die vorhergehenden allgemeinen Betrachtungen 
auf einige Beyſpiele anwenden. 


— 
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F 258. (Kürzeſte Linie zwiſchen zwey gegebenen Punkten.) 
Um die Fürzefle Linie, die man zwiſchen zwey Punften in einer 
Ebene ziehen kann, zu finden, fo hat man für diefe Linie den allge» 
meinen Ausdrud 
fvax: + dyt = fäyı FR, 
alſo it au, für unfere Aufgabe: 
Um yYı + p* und daher SU ir 
Vırp 
Vergleicht man diefen Werth von SU mit dem der Gleichung (A), 
fo Hat man 





P = p 
— 
und alle übrigen Größen N, N’, P/, Q... find gleich Null. Es ge⸗ 
ben demnach die Gleichungen (II) in. folgende einzelne über: 


dB=o, oder dp=o, ober mlid II = o. 


Das erfte Integral diefer Gleichung ift u = C, und wenn man 


dieſen Ausdruck noch einmal integrirt, fo erhält man 
 y=Ccı+-C 

für die gefuchte fürzefte Curve, die alfo, wie befannt, die gerade 

Linie ift. 

Sind die zwey Punkte, durch welche diefe Gerade gehen foll, ge⸗ 
gebene feſte Punkte, fo find die Variationen der Koordinaten derfelben 
für ſich gleich Null, und der zweyte, von dem Zeichen f unabhängige 
Theil von 5 fUdx kömmt weiter in feine Betrachtung. 

Nehmen wir aber an, daß diefe zwey Graͤnzpunkte nicht beftimmte 
fefte Punkte fen, fondern daß fie ſich nur auf zwey Öränzcurven bes 
finden follen, deren Gleichungen 

dy = m’/dx’ wm 
dy’ = m’dx' 
find. Um nun bie zwey Punkte diefer Graͤnzeurven zu finden, durch 
weldye unfere fürgefle Gerade gehen foll, fo hat man für den zweyten 
Theil von 5fUdx in unſerm ſpeciellen Falle den Ausdruck 
Ux-+-Po=o ode 
‚, U5x + P(öy— pdx) = o. 








.3ı * 
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Sept man aber ds = Vdx? + dy?, fo iſt 


—— 
— | — U} 


Subflituirt man diefe Werthe von U und P ih ben vörhergehen 
den Ausdruck, fo hat man F 


ds 00 d 
— = oder 


7497 + $ ur ro )E = = 0, oder endlich 


55 + Tr sr. 


Gender m man dieſen Ausdruc für jede der beyden GSraͤnzeurven 
an, und nimmt die Differenz beyder Ausdrücke ‚ fo erhält man für den 
erwähnten zweyten Theil . 





oder wenn man die vorhergehenden Werthe von 5 y’ und Sy’ ſubſtituirt, 
der Eat au (FEN) zn a 
Da aber die beyden Größen 5x’ und 5x’ von einander ganz uns 
abhängig find, fo ift die letzte Gleichung den beyden ſolgenden gleich 
geltend: 
dxXmye o und dx + miäys = 0, oder 


und diefe Gleichungen zeigen, daß unfere Geraden auf den beyden 
Graͤnzeurven ſenkrecht fliehen, oder denfelben unter rechten Winkeln 
begegnen muß, um die fürzefte Gerade zu ſeyn, die man zwiſchen die⸗ 
fen beyden Gränzcurven ziehen kann. 

1. Sudt man aber die fürzefte Linie im Raume ‚ oder berüd: 


fihtiget man aud) die dritte Coordinate z, fo hat man für, das Element 
des Bogens diefer Finie 


Var Fir Fir = ve, 











alfo il auch Ä 

nis V=yYı+p + pr amd dU = _Pip + pdp, 
.. Va Ferp 

und daher 


Pas PoE u NeNn=geoQq...=o 


Es ift alfo auch der Theil des vorhergehenden Ausdrucks unter 
den Integralzeichen or 
dp dP’ 
dr = 0, Fri = O4 


oder wenn man integrirt: 


und wenn man noch einmal integrirt: 
yzıkı-ta, z= 8x: + B, 
alſo die gefuchte Linie wieder eine Berake. u i 
Sind die beyden dußerfien Punfte derfelben fir, fo veiſchwindet 
der andere Theil der Variation 5 fUdx, der dad Integralzeichen nicht 
enthält. Soll aber 3.8. die gefuchte Curve an ihren Endpunften durch 
zwey krumme Flaͤchen begränze ſeyn, deren Gleichungen ind: 
dz’ = m’dx’ + n’dy! für den Anfangspunft, und 
dz’/ = m’dx’ + n’dy’ für den Endpunft der Curve, 
fo ift der zweyte Theil der Variation 
.Usx ++ oP + wP’ = o, ode 
Udx + y— px) P + (2 — p’ös) pP’=o. 
Subflituirt man aber in der lebten Gleichung die vorhergehenden 
Werthe von dz‘ und 52 flatt’5z, und nimmt wieder die Differenzen, 
fo bat man, da die Orößen öx’, 5x’, dy’, öyı unter ſich unabhäns 
gig find, folgende vier Gleichungen: 


‚4:' „de _ 
pm -z=ow ı+-m Fer 





dz’ dz“ 
a ee re .» 1 rat zn 


und da disfe Sleihungen die der Normalen auf jene bepden Flächen 
find, fo muß die gefuchte-fürgefte Curve, oder die gefundene Gerade, 
auf jenen beyden Flaͤchen ſenkrecht fliehen. 
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11. Sucht man endlich von allen, auf einer gegebenen Fläche 
zwifchen zwey gegebenen Punkten diefer Släche, liegenden Eurven bie 
fürzefte, fo fey die Gleichung diefer Fläche 

e=o=Adxı-+ Bdy + Cdz, 
wo A, B, C Funktionen von x, y, = find. Diet vorausgeſetzt, Hat 
man, wie zuvor: 
V Vı-+p: +p"!, P= 2 Por und N=- N— 03 
alſo iſt auch die Gieidung (m), 


ap — m dP' ao vder 


ae p 
(Z i 35 d— — (7 r = 0, 
oder endlich, da var — —— + dy? + ds ds if: 
(z a7 — D)izmo... AM, 
und dieß iſt die a gemein e Gleichung der fürzeften ‚Linie auf einer 
gegebenen Släche. 
II, Drüdt man die Gleichung der gegebenen Flaͤche in der Ge⸗ 
ſtalt auß: Ä 
de = mdx -I ndy, fo if 
dt=o= dz — mdx —ndy, 
alfo auch 18 18 
| (Z = ı und en 
fo daß daher die letzte Gleichung (III) in folgende übergeht: 
‚„dy. d | 
d.hnd.=o eo. . (a). 


Aus ihr laͤßt fich fofort noch eine andere Sleichung ableiten. Es 
it nämlich Fu ’ 
In + * N ae = ie auch 


dx d dx dyz 


nt nr ri riak, 
Sept man aber in dem —* Gliede dieſes Auodrucks 


dy ds 
di. 
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und in dem dritten ü 


dz = mdx + ndy, 
fo erhält man 


‚Z+m nd. =0 + (b). 


IV. Iſt die gegebene Fläche durch Notation einer Curve um die 
Are der x entftanden, fo it x = p (y?+-2*). Differentürt man m dieſe 
Gleichung bloß in Beziehung auf yundz, foif 
y 


dr 
ydytzdz=o de (-)Jm— 
alfo ift auch G ) 
7 


n m — 2, 
und die Gleichung (a) wird 


dy 'y dı 
em inte 


oder da ds conftant ift: 


dv — vd? . 
ey IC no, 


wovon dad Integral ill: 
zdy— ydz=Cds . . . (a); 
und diefe Sleihung, verbunden mit jener der gegebenen Flaͤche eo, 
reicht hin, die gefuchte fürzefte Linie zu beftimmen. 
Iſt diefe Fläche eine Kugel des Halbmeilerd a, fo ift 
+ 2 — ao, alſo auf 


—— 


dx 
und daher die Gleichung (b) 
dx x dz sd?x — ıd?z 
di. —- „d.7,=° oder — — * 0—, 


deſſen Integral iſt: 
zsdix— xdz=Cids . . . 600. 
Die Gleichungen (a‘) und (b’) zufammen genommen geben: 
zdx — xdz = A (zdy— ydz): 
Multiplieirt man beyde Theile diefer Gleichung durdy den Bactor 
= fo findet man für das Integral derfelben 


2 
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-=A’+B odee x=Ay-+ Bz, 


die Gleichung einer durch den Anfangspunft der Coordinaten, d. h. 
Durch den Mittelpunft der Kugel gehenden Ebene. Verbindet man fie 
mit der gegebenen Gleichung der Kugel felbft, fo ift der Durchfchnitt 
beyder Flaͤchen die gefuchte fürzefte Linie, die alfo ein größter 
Kreis der Angel ift. Weitere Ausführungen diefed Gegenſtandes 
f. m. in Lacroix, Traite da oale. diff, et integral. Vol. IL. Cap. X. 
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der vorzüglichiten 


Integralformeln, 


“ 
Pill 


var 











l. X =a+tbx 
= ; log. x, ai 
x 8. » . 
= -— 7 1X En ⸗ 


x? ax 


as 
mtl Ä 


xm a fxım—ıdı Kr 
bm [> x, j 


— — 
(G 1) PX⸗A— 


a 1 
27 4 pe log. X, 


x? zar\ ı 3a 
= )ITE log. X, 


_ yn am yn-ı dx 
— (m—ı)bX (m— ı).b f x? 


. 
ya. 


— 1 
5 
x a\ı . 
(He 
gax da? 
— — (+ =) = + 5.108 X. 


1 x 
= - 08-xr 
b x 
m u — — .— 
ax + a? log x ‚ 





1 b dx 
| ji  ———— m — DÜ— 
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+6 


Pr 5 
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x 
de 
x 
dx 
pr} 
x Xx⸗ 
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= (4X —hr ——8 —— 


=— 
va 
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-=- ww 
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— axvX 
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| Xo'a 4 bi. 403 
Sere warf . , oo 
(= - Z+ Er ‚ 3 


J XvX | byX bi pr J 
> — 22 x2 * —— — — 
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fx:dx.x® = Ruck: 18?) 





(> = (X -+a) ayX - a ar 











a. 
[> X2dx 3b Pdx.X* 
——— — m 





12, ax 3a x 
| 

dx — 3 VX2 

a ab ’ 

VX 

a *, 

xdx 2 

iE = Gr.) 
VX 





d X 
f * -ı[ log Any + V3.weng E], 
xyX va vi vX +2 ya 





8 3x yX 
fix.YX= 4b ' 


3 
XVX 


ſas.Vx = 8 





f = + u arc. tang. VX, wenn a und b gleiche Zei⸗ 
chen haben; 


—b vVl— 
TO TiVe Vin aD) u , wenn a und b 


- ungleiche Zeichen haben; 


— ! lo 
voab) © 


dx Vx ı dx 
E37 = ta)im' 


dev av ade 
f X — 7 Ss 


49% X=a,hbz 


xdz. ve _ ” a 
f x = m) ?V: ale 


dx. vVx 
> zu = 77 x t% * Xvı’ 


(5 ys —* 8a Pdıyı 
— 








nd 


X x — >» x: ! 
| 108. A -+- arc.tang,. kva =] , 
& 





ds a! 
Kvı 5 v3 2 — 


wenn a und b diefelben Zeichen Haben, wo k= Vz if; 


Er — —-⸗ 
— - [se k + yx 3 arc. tang. ——- |, 
4 


wenn a und b verfchiedene Zeichen haben, wo k= V-: if; 


dx Vx * d 1 
Ktyı =, t% Xyı’ 





Axv x kvır s+kvır+ 
\- = Din [- tang. 2 —— log. — —⸗ =], 
4 
gern a art I diafettan Zeichen haben, wo ka: it; 
k— vx 


N r Vx 
J— >. |* te]. 


z 
wenn a und b werfchiedene Zeichen haben, wo k = Vv-: if; 
aus — av ef dx 











b Xye’ 
XVX — x yx 1 dxyx 
x = tn xy 
xdx. yx VXx dx 
x? - Ktasfiı 
dx a b dx 
Xx vx = - nn fim 


bxl 
D. X =arbx” 


— = —— arc tang. , wenn b pofitiv, 


x m 
va-+ıv—b 


— — log. — —⸗ 


* ab 





x? =. tz 


= (Beta) te 


Tenler 

dx x a frdx , 

=-:-:/[7 

dx 2 a lfxdx 
SE-5 — SEE 

ıdx. 1. 

a = 5% | 

ı2dx x 1 dx 





S 

[% mern y' 
[FF a 
f 


xx + * log. X, 
dx 3bx3 
x = (= +2)utm/% 
dx 1 12 
ıX 
dx ı bfidx 
= 7 07ı)]Yy' 
IE: 
[ee +; fe, 
dx — _ +22)! ı 3b 
IE: u aa? Gar Z, 


dx x am — 3 dx 
— | —— — — — 
a(m—ı)JaX” 


x» 
ındz  axm-ı a ie 
f X bmn-) 5 X 4 








+ aa(m-—ı) ya’ 


ee rm a (n — 1) fın-ıdı 
I hm—9x -3)xX  Dim—3) x. / 

1 b dx 

* ee fee 





wenn b negativ; 


% 


ı b(m-+1ı) dx 
= alm—ı)zLmx, F a(m— nn) sm—ı x?’ 


7 
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2 


106° Kea% bx°. 











dx 
7 = 5 5 108 [x Vb + yX], wen b poſttiv, 
r 
= yv_ b  arc. sin. x :V-% wenn b negativ; 

dx x 
x = ayx’ 
dx 

y: (= + x gr 

xdx _ VX 

X 2— 7 

* = x VX dx 
X ab va’, 
ax Pr va 
(5 =. —— log. VX + va’ wenn & pofitio, 
® 
I va arc. set. X V-: wenn a negatio 5 

ax = 

y\ ax’ 

3* 2a 22 Art 
an, 

x vr 

xd< — L 

x —pyx’ 

a 

F = mt Sr 


JS = tif 
=- (+2) 


JixvVX = ae log. (xYb-F YX), went b pofitiv, 





Darc. sin.x ıVY—: -, wenn b negativ; 


d ok 
SxdxvV 35’ 


(araxyX = DIVE 
stdıYyX m — ir u sAsvK, 
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avi (— — 

dxyX 
So vs H42[ 

dxyX VX dx 
J an 7⸗ 

x? VX 

d x vXx dx 
f x> + Sr . 

ı 342 

Sir x €: a)vitrTfw 
ſxax. x == — vr 


2 ,xX? 3 
fr4x.x — — fdx.X, _ 


dx.X” X d 

[= rere en 
3 - 

dx.x? _R X . 
[FE =-7+518.X, | 

dx __!_Fioe — kyan 
S — Fr 7 [ie * r arc. tang. * x], 
wenn a und b gleiche Zeichen haben, und k= y:i iſt; 

dx ı N k — Vx , Vx 
3% = 55 |!e- k + vx — 2 arc. uns · ] 

4 - 

wenn a und b verfchiedene Zeichen haben, und k= V-: iſt; 


dx vx ı I kyvıx x+-kyıx-+k 
Es = uhyı | ee. tang. K:_x log. Fr u 


wenn a und b diefelben Zeichen haben, und k = V 2 if; 


dx yx 
f x =+-- [198 13% -- 2 arc. tang. — 


wenn a und b perchiedene sehe haben, und k= V-:i iſt; 
dx _ dx 
SE 3 * +% - Kyx’ 


dx a dx 
> (+ +) Vs + fx Yx’ 


























xzüax.vx vi 2 dx 
X = b bJXvx’ 
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dx 
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x _ ELLE S  E 
er — Er vs ” 
Sir _ — 8 —————— 
Abe — E- Be — — 
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3a fdx 
tm) 


5.2 ba Pdx 
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a dx 


x 3a? 
b BL 
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Kuatbıtex‘ 


2 3cK 
m — arc. tang. 


yk 
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pe 
” 
+ 
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vk 


1 aex+b— V- -K 
v-k “aer+B + V- k’ 
dx 


y 


+b 
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dx . 
vr’ 


2 para, 
VS + m : fäxyX, 


abx u dx 


vr 35 yx’ ’ 


w 





und k = 4ac — b?, 


—, wenn k poſ itiv, 
wenn k negativ; 


—..)? 


* + * nr 202) + 


Ä Pag 5 
er fe Zu 


32% 


508 X ma+rbx+cx! und k= 4ac — b2 


_ N b } ı? (2 — 
= rl) FR 
r . R x? b x 
== — —7 — —, 
N24* far. «fr 


=— ug 2 — zer + „Eys], wenn c pofitio ifk, 
5 _b+2ex 





‚ wenn c negatio ift, 








zn — ze un. — 
a — Vb?—4ac 
2 _ı 07 
= x [2 
21 8e\ (b+ cn) 
=iı .XTIr vx 


BR. scr)v\X 
tt * 
———— 
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VII. Trigonometriſche Differentiglien. 
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